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木择是银据苏联国立物理数学金籍岀版社 ㊇ 抑邱 mn ) 出厥的 
期道(丄义 Ah 奶 y 〕、 栗弗席茲 ( R 此加細叫)著“力学” （Mew 
恥 S 年版擇出的。原 軎曾在 1&40 年以_迸、皮亞提哥&斯基 
( J . ITflTEXOpfiTv ^ fi ) 的名义出过一版，这次重版之前，由著者改写过， 
并作为“理論物理教程”(共九卷 ) 的第的單行本笛版的。 

本窨內容論 述力 学的基本閗題——运动方程、守恒定律、刚体运 
則方糂，同时钰钗述了嗌描的瘥典理論及綫性和弈孩性系铳的 
mmj }. 可供物避 、工 锃物理等系的大学生、硏究生及有关方面的科 
孕工衔若咅考。 
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序 ’言. 

• • 

从这本番开始我們打算遂步重版我們的理論物理全部各卷 a 

I 

它的最后計以如下： 

1力學； ‘ 

1場論 J 

S . 量子力学对論性理論)； ’ 

4. 相对論性量子理論； * 

5. 統計物理； 

涞体动力学； 

7. 彈性理論； ， 

8-連續介質的电动力学； ’ 

9. 物理运动#, ^ 

第一卷的笫一版甘于1940年由 X 朗道和 JT . 別齐哿 尔斯某 
發表出版。虽然本#諸述的总計划幷沒有改变，伹是是經过了重 
大的修改，幷且完全是甫新写威的。 ' 

我們威謝 E . 弾劳申斯基和 i II ,彼达也夫斯考在閱蹟本 
窗初稿时所給予的帮助。 ' 

JL 及.朗道， E . M . 栗弗席兹」 

莫斯科195?年7月 
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第一章迗动方程 

_ 

- 

U - 广义 坐标+ 

質点 ① k 槪念是力学最基本槪念之一。質点埯当誕解成这样 
的物体，当描写沱 的运 动时，可以忽略它的大小。当然，迖种忽咯 
与問題的具体条件有矣。镗如，当研究行晶圍繞太阳的运劲时，可 
以把行星看成質点，然而，在覌察卞們自轉的候，就渚然不能这 
祥看了。 * 

一个質点在空間的位置由它的向徑 r 所决定 。向徑的分最与 
質点的箱卡尔坐标 A 2相合：^对吋 間〗 的微商 

v ^ 

df 

j 

L 

叫做速度，而二次微商叫做質点的加速度 c 深一般所通用的 

那样，以后我們将常常用字择上方的一点表承对时間的微商，例如 
v=^r 0 

• . 

汝了确定由#个質点組成的体系在盎間的位置，应該給定 iV 

个句徑，卽3及个坐标： 7般把为了眾値地确定一个体系的位擐 
所必需烚出的独立量的数 H， 叫做这体系的自由度的数目。在上 
述的愦況下，这个数月等于3 iV fl 迖些量不一定是質点的笛卡尔 
坐标，根据問題的条件,有时遞擇某一种其他的坐标可能会更加方 
便 3 足以桷写（具有 s 个向由度的）体系位置的任意 s 个最 
qi , “…，如 叫做該体系的广义坐标,而微商4則是沱的广义速 

fffwm H 

St :. > / . > 

% 

①我 w 以后将探黹用“粒子”…涧来代替术跦‘霣点” * 


⑴ 



? 运动方程 嫌一車 1 

/ 

但是,在某种意义上来說，給出广 Jf 坐标的数値，还不能决定 
体 系在該时刻的 “力学状态' 囡芳那幷不能預言体系在下一个时 
刻的位置。在給定了坐标数値的愦况下，体系可以具有任意速虔， 
而由于速度的不同，体系在下一个时刻(也就是說，經过无穷 
时間間隔出后）的位澴也将不一样。 ■ 1 

实驗 証明, 同时給定所有的坐标与速度就能完全确定体系的 
状态，幷且在原則上可以預言它以后的运动 & 从数学的覌点来看， 
迖就是說，铪定在某一时刻的坐标和速度也就單饉地确定了在該 
.时刻的加速度 ㈣ c 

把加速度和坐标、 k 度联系起来的 关系式 叫做迗动方程。对 
函数兮⑷来說，迖是 '-个 二阶微分方程，这些方程的积分夜原則 
上可以确定力孥体系的运勃叙道。 . 

, * 最小作用重原_ 

力学体系的运谢規律 =的最一般 h 形式可以由所謂*小作用量 

康理(或者哈密螟琿理)給出。根据这一原理，每/力学体系由一 • 

定的函数 ^ ^ 

+ ■ 

" . 1(办，心，’ r . ，办，空 3，…1 ，孟） 

[成鮪写芳 L ( q , b *)] 来描述其^性，_而体系的运动满€下面的 
条件。 

!>. P 

假定在 * » L 和 h #2的时剎，体系占有两个确定的位置，迖两 
个位置分別由两組坐标値和决定。这时，体系在两个位 
置之間按照使积分 

1 - 6 f =( F ， i (9, 7, t)dt .、 (2,1) 


⑴为 r 使符号簡便起覓，我 捫将輕 黹把〃罕斛为所有坐标的，办，…，心的集‘ 
(問样，.把 i 看作所有速度 的集合’ 


H 


[S3] 最小作 MS 瓶瑾 

_i •• • • I I _• •• _• 

有最小可能値 ® 的方式运动。 函数 1 叫?故該体系的拉枯闞日函 
数，而积分 ( M ) 則卩做作屈量。 '• 

拉格朗 H 函数仅仅包含？ 和么 而不包含更髙級的微商 L L 

p 

\ ■，送一情況說明了力学状态完％由給定的坐标与速度所决定。 
这芷是在前面 afe 提到过的事究。 

現在我們耒推导确定积分 （2 ， 1) 最小値的微分方程 .- 为丫簡 
化公式的書写，我們先假定体系只有一个自 \ hMi 这样—•东，应該 
决定的只有一个函数？⑴了。 

瘕定 q ^ g { t ) 正巧'是使况有極小値妁函数。这就是說，以形 
如 . 

q(t) -^d(f(t) . ■ (3,2) 

的函数代換？⑷时 . n 就增大，其中，和 m 在从八到^盤个时間 
間隔内都很小的函数 [ t 叫做函数 <7⑴的鸾分 h 旣然当卜6和 
i-h 3 t ， 所有用以比較的函数（2,2)应該有相同的做^和 f ， 
因而应該有 —■ • 

) = v == 0 ^ (2 f 3) 

以？+ %代^所引起的 S 的变化由差 

i(? + 5g ， 知， i ) dt — *i(^, q y t)dt 

J J ti 

决定。这个差按 ~ 和如（在被积分式子內）指数的展开式是从一 
級項开始的。迖些項的总和等于 零是& 泠極小値 © 的必要条件。 
这总和叫做积分的第一变分（通常簡称为变分)^因此，最小作用 
量原理可以写成 〆 

① 忸是，应該播出，这样表述的長小作用最说理对于全部运动軚逍苺体来說幷 
不是任何时絵都是疋确的，而 K 是对千 M 遂蛞一个足梂小的都赉才是] H 确^对千蚤 
部軌道，枳分 (3,1) 可能 k 有棰 m 而不一泣有锅小 n m 是这一情咣在 m 导 a 劾方猫 
艸幷无私大关系，因为屯仅仅成用： ns 値 涤件。 

② -般来説，是 


dS^d\ L[q,q, * ( 2 , 4 ) 

J '1 

或者谜行变分后， ■ * . 1 + 

j :( f 如 f +=。。 _ ， 

‘第二項实行分部积分，幷注意到扣= | ~，我們得到 

I 

但由于条件 ( 2 , 3 ) ,式中第一項消失/所以，当匆取任意値硌 
时候，剩下的积分应該等 于寒^ 这 R 有在被积分的式子恒等于零 
的情呪下才是可能的。因此，我們樽到友程 

M 

i£ <5X 8Tj 
dt Sq 0q- V ° 

当具有几个由由 虔时) ，在最小作用量原理中应該独立地变分 
不同的函数 qJSU 显 _ — 这时我們将得到 s 个方程 

去 t-f =。（“ 1 ’ 2 ’…’ 3 )。 （帥 

这就是要找的微分方程，在力学里它們叫做拉格朗日方福&。假 
定所給定的力學体系的拉格朗日函数 f 經知道，則方程 C2 , 6 ) 确定 
加速度、速度和坐标間的关系，也就是它是体系的运动方程。 

从数学覌点来看，方程 ( 2 , 6 ) 組成 s 个未 知菡数 g ;( 0 的^个 
二阶方程的方程組。这个方程組的普遍解包含 2s 个任意常数。 
为了决定这些常数，从而完全确定力学体系的运动，还必須知道描 

I 

写体系荏某一給定时刻南状态的初始条件，例如知道所有坐标与 

m 

速度的初値。 ' 

假定力孕体系由 1 和刀两郁分組成，幷且毎一部分都是封閛 

■ • ft. ^ra 

⑴在码究关千决逆形如 （ ID 的积分的極値的形式間題的变芬計算中，这©方 
程叫 做缺勒方兒。 


螫 



〔s 2] 最小作用躉 摩 理 ^ 

，的，因而分別有拉格朗 H 囵数八和 ^ , 这时在 極限情形下，雏 
两部分离开得很远，以至它們之間的相瓦作用可以忽略不訃时，整 
个你系的拉格朗日函数趋向極服 - 

^ , . iim ? 卢 L 屮4。 (,2,7) 

拉格朗卜】函数的可加性本身表明了这样一个事实，卽沒有栩互作 
用的諸部 分士的 任一部分的运动方程不可能包含屬于体系另外部 

I 

分的量: + 

_ 

显然，将力学体系的拉格朗 H 瓏数乘上一个任意常数这种作 

法本身幷不反映在运动方 程上」 从这里知像可以得出很童要的不 

确定性，不同的孤立力■学体系的拉格朗日函数可以乘上托意不同 

的常数。可加蚀消除了这#不确定牲，因宠只允許对所有体系 

的拉格 m Ki 菡数間时乘上同一个常数，而这不迓是归結为选擇这 

一物理量崧度單位的任意。在、 4 中我們还婆回到迗一問題上 

# 

迕必須作以下的一般性的提示。我們来研究两个函 i i / c ?， 
^ *) 和厶⑷夂9,两者相差饪惫一个坐标与时間的鹵数/(穿，0 
对时間的全微商： ’ 

r(?，L ?, t ) +^-/( ? , t ) 0 (2,8) 

利用这二个函数所計算出苯的积分 ( 24 ) 由关系式 ， 

^ f = i)di= L、q ， $ ， ~^t~^^* 无)办由 

=汉+/(严， ~)™/ W ) . ' 1 

联系，也就是說，积分 以和况 栩羞一附加項^这附^項当变分作用 
:逢时，是要消失的，囡此,条件=0与条件 & S 二0 —致 ， 从而运 ^ 
动方程的麻式幷不改变」 

可兄 ， 确定拉格朗日闹数的裡确虔是到可以加 k 时間和坐标 
的托鹿肉遨的枭微商 
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§3. ft 利略相对性原理 

为了硏究力學現象必須选擇迖个或$个訃算系統。一般来 
說，在不同訐算系統 里运动 規律有着不詞>式 & 假如选取一;^ 
意的奸算系統，則 可能舉 某至很簡單的現錶的規律在这系統里看 
起来是很复杂的。自然躭产生了寻找这样一神奸算系統的課親， 
在达种計算系統里力孕規律 M 單得特別簡單。 , 

对于任意一个奸算系統来講，銮間幷不是均勻的知各向同性 
的。迖躭最說 ，卽使 $—扣体幷不与其他物体_互作用，但它在空 
間的不同位置和它‘不同指向在力学意义上幷非等效的 。 在一般 

W 

情况下，达也适用于非均勻的时間。卽是說，不同的时刻也不等 
效 d 由于盎間与时間的迖些性質在描写力学現象时所引起的麻煩 
是显 而易見的。例如，自由的（不受外界作用的 ) 物体不可能靜止， 

卽使在某一时刻物体的速度等于零，但在下一时刻物体就会在某 

' _ ■ 

一方向开始这动。 

1 然而，总可以找詞这样的訃算系被，相对于方亲說，空間是均 

勻的和各向同性的，而时間也是均勻的 e 这种系統叫做慣性系統 。. 
栝利应該注威的是 : 慣性系統里,在某一时則辞止的自由物体将永 
远靜止 3 ■ * .. 

■ 

^ S 

44 关干在慣梦訃算系桄內自由亨 动着的 質点的拉樁朗日函数的 
形式，現在可苡立刻作出一‘結务。空間时間的均勻性表 
明，拉格朗日函数旣不能显含点的向徑 r , 也不能显含时間\也 
>是說 Z R 能是 ，度 p 的函数。由于空間的各向同性，拉格朗日 
1函数也不可能与量 v 的方向有关 d 囡此屯仅仅是該向量耜对植 
的函数，卽速度半的 函数： - 

L^L{^) n 1 ( 3 , 1 ) ； 

-由于揸*朗 B 函数与 r 无关，我們得到 - 






伽利略相对性嗯瑾 
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闶此拉格朗 H 方程有如下形式 

a 0 , 

dt Bv 1 

由牝 ， H = 常数徂由于速度牛方的南数，从此得出 

> 卜常数 (3,2) 

这#一来，我們就得到結論:在慣性計算系铳内、一切曰由运 
动都以大小和方如皆不改变的速度进行着。迭 一 M 論构處了所謂 
At 性定律的内容 & 

如果，除了我們已有的慣性計算系統以外，我 們还 引入另一系 
統，它相对于前一系統推勻速直綫运动.則相对 r 速一新系統的自 
由运动的規律与相对于前一系統的内由运动的規阼完全是一样 
的，卽自由 g 动仍将等連度地进行、 

M 是1实驗証明，不仅向由运动的規律在这屿系統里最一样 
的 #卩1 夜力学的所有其他方面也是完全等效的，闵此，存在器不 
攰一 1、，而是苑穷多个相間相对作着勻速直綫 g 劫的慣性計^ 
系統: = 在所有这些系統内，窣問与时間的性質是一样的、全部力学 

I 

規律也是一 样的。 逑一溢断构成了力学最 m 要的原砰之 一 - ，—所 

謂伽利略相对性原理的内容， ’ 

上面所講到的一切都十分明显地証明了惽性計算系統性質的 
特別 3 由于迖些倥質的关系，在研究力学現象时，照例应該采用迖 
些系統，以后，在沒有特別作相反的声明时 ^ 我 ih 将仅权硏究慣性 


計算 系統。 

所有无限多个迖种系統的力学完令等效性同时表明，幷不存 


山 无以 里对向蛩的徴商眄捎的是这杆的向 3 L 它的分.蘇等〒亡向 S : 对于向蚤帥 
相应分跫的微裱_> 
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mwm m-m 

■ i ^ 一 - u — ■~ 

茌任何一个比其他系統更优越的 “ 絕对”計箅系統。 ‘ 

設有两个不同的訃算系統尺和咒 f ，其中相对于瓦以速度 
V 运劫，同一質点在系統瓦和里的坐标 r 和〆相互之間由关. 

j 

系式 

r =- r T ^Vt v 3,3) 

联系着 0 在这取我們認为时間进程在二个 S _ l ‘算系袜 M 是■-样'的, 

卽 ' 

. t - t f 0 (3,4) 

关于时間絕对怜的骽巧是經興力孕槪念的基础①。 

公式（I幻， （3,( -做偬 利略变挨。伽剎咯相对性原理可以 
笼义芳要承力爭运玷方箱相对于迖一变換不变。 

自由質点的均核朗日函数 

在确定拉格朗 B 函数的形式以前，我們首先看一下最簡軍的 
M -—一 質点栩对于慣性訐箅系統的自申运动。我們莅上面 B 經 
看到，奋这种镝戈下的拉格朗日荫数只可能与速库向量的平方有 
戋。我們利用伽剌略相对性原理來考崭此函数关系的形式，如渠 
慣桂計算系毓尺以无限小的逑度&相对慣性系統 F 运动，則 
t /= r+s 。 因为运动方程奔所有計算系統里座該有同样的帘式， 
所以經过迖样的聲換，拉格朗 H 函数 M ^ 2 ) 应該变为菡数如 
果后者不同予?士: 2 ) ， 最多也只能相差一个坐标与时間的函数的 
全微見 未 ; U 

于是，我們士 ^ 

V^L (v rs ) ^LQir^r 2use s ) 。 

将迖一表述式拔 t 指数展开戒級数，幷忽略高辍无穷小，我們 
得到' 1 

0) 这彳 瑕也 在祀对铅力切里是不对的 a ' 




台由置点的拉格期 E ! 菡数 


L ( v ^) - fjy ) 


at 




等式右方的 B . 二項只有 在卞綫 倥地成赖于速度 V 的愦况下才是时 
間的全微商。因此与連度无关，也就是說 ，钜 所研究的情況 

OV 

下，拉格朗0函数与速度平方成正比： ^ 


c 

当进行速度的无限小上述港式的拉格朗 p 函数滿 
足伽利略栩財性原理，从此可以直接符出結論：柘訃箅系統冗以 
有限速度 f 栩对 t _ 运诏的愦化下，泣格朗 t 〗 南数不变。实陡 

ip • 

-t t 


T / ; oa / 2 1^} " = a v ^- r^avV + gL " 

•、 

•a 

或卷 L^L + 去 i ^ arV 七 aVh 、 ， 七， 

第二項足伞微商，因此可以丟棹。 〜口⑴ 

im^-mm ^/2来表示,所以自由运动礅的質点的拉格朗 


L 


■IT 

丁。 


(AD 


兔饰 叫做灼点妁質逯 t 由于拉格朗0南数旳可加性，对于沒苻相 
丸作 m 的質点所組 成:的 体系，我們有® 


xn 


% 2 ) 


应該强蠲指出，只有旖虑到迖一性質时,所給的質量定义才有 
实在的盘义，往§2中曾經指街，无論什么时候都可以对拉格朗 
日函数乘以饪意常数，迖样作幷不莊运动方程上反映闭來。泔子。 
函数(4, 2) 这样乘就栩当于質是蛩度單位的汝变。佴是，当單位改 


0> 我捫将以拉丁字母表最前面的几个宇母侔为粒贫点媒#的措数，而給坐标鶼 
导钍指数用宇垵… W C 
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运动方程 … m-m 

— I I j I . •■ — . . . ._ ■ _ .. 

变时，不向粒子的質景間的比例关系幷不改变，也 祀闽为 如此，粒 
子的質最才具有实在的物理意义. ： 

很容易看出，質量不可能是負的。事咦上据最小作甩悬滅 
理,对于質点从莬間的点 J 到点 2 的輿实筵动，积 分' 


S 


- I ： 


■iT 

• ■ 

2 


fl 


真有極小値。假設質点首先沿着軌遒根快离开点 J , 然后很快地 
靠近点 A 如果說質量是負的，則对于这样的執道，作用量积分甘 
取絕对値任意大的負値，也就是說不可能有掙小値①^ 

値得指出、 


m 


dl - 


(4 小' 


因此，为了写出拉格朗日蔚数，在相应的粜标 系电找 到弧元長度的 
平方就足够了。 ' 

例如，在笛卡余坐标中<^^=由: 3 +办尸+<7.：^，因此 

h 

- 1 = + ^ + . (4,4. 

在圓柱坐标中说 2 =办 2 + r \ i < p 2 + # ， 由此 

/^^-( r ^- rV - h ^ j , ■ ,(4,5- 

在球 形-坐 标中/ d ^= dr ^ r - dO -^ r^i n 2 & d 9 ^ [ n l , 

j j 

Z = 子 rhr - O -^ r^in H . ( 4 , 6 i 


K 点系的拉格期日函数 

- 

j 

現在我們*硏究木与任怦外界物伟作用，而 R 互栩作用的質 ^ 
点体系。迖样的体系叫做封閉系。硏究發現，給沒有相互作用的 

I 


①在第3頁注解①巾所怍的說明并不祌害这一軲餘。因为3切 < o 时 ，不雜对 
千执通怎样小的区闻积夯都不可能有楠小镜 :i 



n 51 霣点系的拉播朗 B 菡数 

■ _ _ — .. - - , __ ■ ■ . .... - *■•• ... - *fc 

質点系的技格明 n 南数 (I '」)加进一定的（与 相瓦作 用的性質有夫 
的取 标的尚数①可以描写質点間的相瓦作用.荇用[「宋表示迖 
一肀标兩数，我們可写出 

L^J^L-Uir,, ■■- ( 5 , 1 ) 

a ^ 


{ r a 是第 ^ 个質点的向徑）：这就是封閉系妁拉格朗 H ■数昀一般 
形式。 


函数 P 叫做質点系的位能，而 


0- 


1 — 


叫做动能。这些名称的意义将在§ 0中解釋。 

位能仅仅与所有各質点在同一时刻的分布有戈迖一事实表 
叨/££們屮一个質点位置的改变立刻就反映在所科 K 他質点上，所 
以可以說，相互作用瞬时“傳播' 在經典力学 m 相凡作川的这种 
性钉足不可避免的,这点与經典力平的基本前提 时問的絕对 
姓和伽利略原理有着密切的 联系。 如:限說相互作用的傳播不是瞬 
时的，也就是說以有限速度傳播的 活， 則迖个速度在不同的（栩汴 
相对运动着的)訃算系統 m 是不同的，闵为时間的絕对桦 n 然而然 
地就意味着可以把逋常的速度相加法則运用于一切現象.然而， 
这样一来，有相亙作用的物休的运动規律在不同的 （m 忡 ） 系統里 
就将不二栉了，而这是違反相对性原碑的: 

在§ 3里我們只講了时間的均匀性，拉格朗 h m 数々,1)的 
形式表_，时間不仅是均勾的，而 u 是各向同性的，也桄足說 ，卞的 
姓質在两个方向上都是一样的，事纯 k ， 以 - f 代檜/ #不改变 
技恪朗 h 阐数 ,闵此运动方程式也不改变。換句站說，假如芘系较 
m 有某祌迗动是可能的,則相反的运动，卽以栩反稈 】 y : 餒 h 同样这 


^这一論点®于本鲁所叙述的綞與(龙相对掮性）力中范两。 



i 3 , 运功方狸 

. • 

_ ._. • • | I I J I J Tfc- — • -P* ■■— ■ .-I -. I•— "m 

h ■ 

呰状态的运劫也 fr 定是可能的。就迖个意义而言，按照經典力学 
定律迸行的一切运勃都是可逆的。 ! ^ 

知道了拉格朗 B 阐数,我們就可以写出运动方程式 


将 (5,1) 代人此式，得調 


d dL — dL 

W ~ dv 7 ^ 0 r a ° 

+ 

s dt Br a 


似) 

(6,3) 


这种形式的运功方程叫牛頓方程， $ 是描写有相瓦作用的質点系 
力学的甚础 c 方程式⑺ ,3) 右方的向量 




dU 

dr \ 


( M ) 


叫做作用在第 a 个質点上的力。它与 t 7 ，样只_于全部粒子的 
坐标，而和它們的■速度无焚。因此，方程式 (6,3) 表明粒子的加速 
度向量只是张标的雨数。. 

确定位能这个鸷鉍准确度是到可以加上任意 ，数， 加上任意 
常数幷不^变运劫方程式(这是奔§ 2末 所講的 拉格朗日函数多 
値性的待殊犄況）。骂个常数最自然的和二般 a 用的逸掙办法是 


使得当堉大質点間的距离时位能趋向于零。， 

如果用于推写运动的不是質点的笛卡尔坐标，而是任意广义 
屯标和則为了得到拉格朗日函数必頬进行相胶的变換 

屯 (的， 如…，？3)， = 2 ^ 1 等等 o 

将兹些表示式代入函数 

工= +S 叫 (3 +说+ 3) - "，’ 

^ a 

我們得到如下形式的所要隶的拉格朗日 M 数： 

L = = 去-冥 a ik ( tf ) HU (//) ， (6,6) 

其中 W 只是來标的函数。萑广义坐标里邀能仍然是速度的二次 


U 6；1 霣点名的拉核朗 H 函数 ^ 

-iT 1 

函数 ， m 2 也可能泫賴于坐标。 

烟谲为止我們只講了封 m 系。現在我們來:符一卷与努一体 
系 w 相玨作用的非封閉系木設体系5的运动是巳卸的。在这种倚 
戈下我捫就說，系統乂在給定的（系統 j ? 所造賦的 ） 孙場内运动。 
由于运动方程式是从最小作 mi 原理，用 对鲒 个粜标（卽把龙佘妁 

I 

屯标流作好僳是巳知的)独產变分的办法导出的，所以我們可以利 


招整个体系』+方的拉格朗 H _数 X 來求得体系/的拉格朗 H 函 
数而把其中的坐标心 mu 知的时問函数来代昝 e : , 

涔定体系2+ Z ? 是封閉的，則有 

^ — T a {^a^ 1 7 a ) ^n) 一 XI iq“ qA y 


前二項是休菇/和 b 的动能:而第三項是它們联合的位能。以 a 
知的时問咖數 R 啓心，幷去掉只与时間有关（因而它是另外某一 
时間函数的全徽商 ) 的項 T ( q D (^ , “⑴ ） ，得到 


L ^ T A ( q A , q A )- U ( q A , ^(0 )o 

由啟見，体系拓外堪中的运动由一般类型的拉格朗 h mm 
所描垮，不同点収仅适于現在的位能可能直接依賴于时間。 

晖此 v 寐外場中运动的質点的拉格朗日函数的儕遜形式是 


而运劝方程式是 

J 


L 


mu 


2 


VirJu 


mv = — 


au 


( M ) 

(5,7) 


如果在場内所葙各点 ，一 个粒子部受到同祥妁作用力 F , 那末 

这#的為珥做均勻場。很明 M , 莅这种場里的位能等干 

U = -Fr z (5,8) 

右結京本节时，我們对竝格訪 D 方程式在各孙其你問題上的 
运招作如卡的說叨。經常不得不龋到这抒的力莩体系，祁玆些# 

e wMm ^ 的运诏是 B 知的——琢者注。 




系里 物体間（質点間）的相互作用有所 銪“豹 束”的性質，卽具有疼 
制物体相乜位置的性質。实际上这种杓束是通过系住物体的各种 
棒、綫、鉸飩等茱实現的。这一状祝給运 动带来 了新的因素，卽伴 
陆着物体的运劝，东它們相互接触的地方有摩擦。由〒这个原 
因]一般来說，問題躭超出了棘粹力学的范圍（見§ 26) 。佴是在 
很多愦戈下体系的摩擦是很弱的，以至可以完全忽略屯对运动的 
影响。假如再能忽，体系的？联系物”的質贵，則乾系物的作用就筋 
輩归結为蓺少体▲的自由度数 s < 比較3及个自由度而言）。在达 
神愦戈下，为了确定运劲又可以利用〈 5 ,的形式的拉格朗0菌数， 

它的独立广义雄标的数目等于实际的自由度数西 ©, 、 

■ ■ 1 


轼求 r 列各种体系位于均勻重力場 （重 方加速度为 P) 中的拉洛朗日函 

- X 

1,乎面双摆(躅1)。 

px 解：/将 綫匕和 l 与竪 a 方向之問所成的角 

；\ 朽和妁取作坐标。这时对千 質点叫 我們有 

I * ^ 

J I 势 U-= r . 

J I 为 f 求得第二个質点的动能，我們用角％和妁 

f / 丨 Vi 来表承它的笛卡尔坐标化，(坐标的原点在悬 

m ^ 点,軸!/沿竪直方向向下)： 

这样，滾們锝到 

k 

r + COS - ^ 2 )^. 

最后可得到 


T e 这 级作者 所捎的"約東”勤 g 所肿货 楚豹來”(祥見 S &9) —譯者法。 






1% 系的拉格朗数 
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+ ( 川 1+ : “2 〕 〆， COS ^ 3 D ■ 

2. 質段为％的乎而摆，它的悬点 (M n h ) 可以沿水乎直綫3动 t 豳 
解： L ； i 人質点叫的坐榇^和摆的綫与竪直方向之問的宪角中，可得到 


人 = -— ^ W - a - x 2 -r G 2 沪十 2lr4> cos +m^l e ⑽於 • 

i 平 'mm 7 屯的悬迚点有以下各种情況： 

(« > 沿 : 苕竪直 的阅周 以不变頻率 7 : 运动 ( 圖 3) J 



( 6 ) 接 Wiy vi 的规律在水乎力向振动 j 
(b )按 ？ yt 的規#在竪直方向振动。 

解： U) 苡点叫的坐転为 

.._■ — g {' O ^ yt -r - dn 中, y -— — a f；]ii yi 1 f'A 炉。 

拉格朗 b 嗣數 

t，: - ：l1 -.-- - if " ~r mlay^ .、hi (p— ^f) 十 .叫 ” l 、:-'■ jp ， 

在迖里沒有写人只依賴子吋間的諸項，幷去掉了 maly e ⑽& - V;)对时間的全 
微 H 

* (0)質点讯的坐标为 

.^-■ ti v p 03 h yi - i-l !sin 穿， y = l oo^ { p 0 

拉格幻 n 職 ( 在夫掉全微商以铅 . . 









运劫方租 


m-m 


+ mlaytp cos yt sin 爭十 m 梦 i c!-js <p 

M* 


t 


4>问样 7 


L= 2 必 3 +mfay 多 eos yt tMxa 肀 + cos fp 


4 -在团 I 4 上所丧示的体系,質点叫洧 K ® 方向的軸运亦而整个体系 
以不变的角速庞繞_轉动。 

、解：設綫段与竪直方向之間的夹角为為整个体系圍繞轉_軸的轉角 4 

为 银一个 質点％ 的位移冗吨 + 質戍叫到 

悬点4的距离等于加，⑽30，因此沿 2 -= - 拉格朗数 

L = m^a 2 (d 2 -hQ®3in 3 8) -j- 2w^ siti 3 fi*P 2 -J-2^a(-m 1 *hn^) ) 









第二章守恒定律 

V 

§6. mm ' 

/力卞体系运劲吋，决梵体系状淹的^个薰％和 A (“1，2, 
3随吋間甜变化。但是却有迖些惫的某些函数 ，和 :运通时 t 們 
侃持着 R 货賴于起始条件的恒定値 P 这种菡薮叫做运动积分。 

对 * 个挡由度的封閉力学体系来講，独立的运动积分数目等 
干 2 S -: I 。由下面的一些簡單的思考就能明了迖个問題 3 运动方 
程的一般解包含 2 s 个任意常数（見第4页)。由于封閉系的运动 
方程幷不 显含 时間，所以时問訃算起点的选擇便完全是任意的，于 
嚴总能把方程的解中某一仟意常数选成不筇时間而变化的可加常 
数〜 的形 式/ 从 2 s 个函数 

<^t 二小’彳 + h 0 1，（】 2 ，…， _ jj ， 

殳 J = A (, + ’i ， ， Cj ， ^^ ， … ， C-U 、 

I 

中除去叾+ ~，我們把 23-1 个任意常敎 "，， G ，"■， 表承 
成？和^的函数，这些函数也就足运动积分。 

佴远非所有的运动积分都会在力学中同样起簠要的作用。运 

动积分中有一些积分，它們的不交性有着很深剡的极源，迖些根源 

■ 

是与空間和时間的一呰基本性質-一-它們的均匀倥筇务向同性 
〜一-相联系着的 .1 所有迖些- 般所謂的守恒量都其有連:要的晋遍 
的可加倥，卽对于由几部分組成而各部分之問的作用又可忽啼妁 

I 

体系，它們的値等千各组成部分的踮之和。 

卽是說，可加性賦于相应的 B : 以特別黄要的为爭作用。臀如 
膜設荷两物体在某段时間内相互作用，旣然无論是作用前或作 
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守恒迫梁 ^ , L 第_ :章] 

_ -b-s- _ - - -- »--■—*■■■— -• ”― *^1 

用后，盤个体系的每个可加积分都等于两个物体單独存在时屯們 
的値之和，那么，如果 B 經知道在作用前物体的状态 T 这些量的守恒 
、 定律立卽使我們有、可能去作一 列夫于作用后物体状态的結論。 
我 們从由年时間的均勻性而产生的守恒定律来开妯講述。 
由于时間的均勻性，封閉系的拉格朗日函数不直接依賴于时 

間。所以拉格朗日菡数对时撋的全微商奇以垮成如下形式： 

• 


BL w * 


(如果 a 直接依賴于时間，那么夜等式的右边还須加一項 D 
按拉格朗曰方程把微商||■換力 爱 ，則得到 


o 


4 L 

dt 




如 S 殳 i 

<1 dL , BL « 

^ 2 j ~^~ 


dt ef rei , 




或者 


~ z ) =o 


o 


从这取可以看出， . 

: i 在常数 ' (6，1) 

< dqi 

在封閉系运动时是不改变的，也就是說，这个最是体率的 一 个运动 
积分。迖个量称为体系的雔能: if 是按 （ M ) 通过拉格朗 B 函 
数綫性表示的，由拉格朗日面数的可加 性可盧 接#出能量可加性 

能置守恒定律不仅对于封閉系是正确的，而且对于处在不变 


(也就是說不依賴于时間）的外場之中的体系也蕞正确的， 囪在上 
述推导中，唯一利用过的拉格朗日函数的特性——不直接依賴于 
时間 -一 在这 q 椅况下也存在。能量守恒的力学体系有时称 p 保 
守系。 


我們在 S 6中已淆到，封閉系（或处兹不变場中的体系)的拉 


冲最 


1 * 


格朗 W 函数巩有如下难式： 


一 z=n?， 心一_)， 


其中 w 是速度的二次函数。对这个拉格朗日函数运用齐次函数时 

V 

欧勒定理，可得到 

1 

* 邱* ; %1 

1 h 

把这个随代入 (6,1) 式，我們求得 

- 


(6,2) 

在笛卡尔坐标中 


^= S ^L +C /( ri ，r 3 ，〜h 

a u 

(6,3_ 


由此可見，体系的能量可以表示成两个本質不同的項，卽依賴于速 
度的动能和仅依賴于粒子兜标的位能之和 t 


§7. 冲置 


另一个守恒定律是由于空間的均勻性而产生的。 

由于空間的均勻性，当封閉系作为一个整#在空間平行移动 
它的力学性質不变。依此戏們来研究一个无穷小的移动 s 幷 
耍求拉格朗日函数不变。 

卒行移动意味着体系所有的点移动同样長的綫跺，也就是説: 
它們的向徑 r a — r fl + e 。 在速度不变的愦次下，由咁标的无 穷小. 

i* 

的改变而切起的函数 Z 的改变是 


1 V 

迖钯是对体系所有質点求和，由干 * 是任意的，柄以要求 

• • 

就相2干桌求 

0 L 


S 


U 


dr 


0 


era ) 


守恒定律 


[m 


由于拉格朗日方程(5, 2) ， 我們由此式得到 

d ^ 1 


>， A 一 Mt 

^ dt 


=o 

dt r ° 


于是我們得出结論，在封閉力学体系中向畳 

% 

cL 




a 


dV a 


(7，S) 


在运动时是不变的。向量 P 称为体系的冲董① e 对拉格朗日函数 
<5，1)微分可得，冲量用質点的速度以下面的形式表示； 


p=s 仰丸 


7,3) 


a 


冲的可加性是很明显的。此外，与能量不同，体系的冲量等 
于各單个爵点冲量 - 

之和是与質点間的相互作用是否可以忽咯无关的。 

冲悬向量的所有 g 个分量的守恒定律 {^在 无外場的情戈下才 
戒立。但是，当外場存在时，若場中位能不依賴于某一个茁卡尔坐 
标，冲量的單个分量仍然是可以守恒的。很明显,在沿着該艰标軸 
移劲时，体系的力学性質是本变的，用同样方法我捫得到，冲最在 
这軸占的投影是守恒的。臀如說，在和2!軸有相同方向的均旬場 
中冲最沿*軸和女軸的分量是守恒的 h 』 

作沟出發点的等式 (7,1) 木身具有鲔單的物理意义。微商 

是作用在質点上的力軋这样，等式 (7 , 1 )mt 

嗓着作用在封閉系統內所有質車上的力之和等于零： 

(7,4) 

■ a 

梧別是 ，当系統总共由两个質点組成时， f ^ f 2 = o , 卽第二質点 
作用于第一質点的力与第一質点作用于第二質点的力数量相等， 
徂方向栩反。这个結論以作用与反作用相等之定律的名称袭名。 

①旧的名备是动棗 b 
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如果运动由广义坐标的来描述，那么，拉格朗 H 函数对广义 
速度的撒商 


pi 二- ■ 




称为广义冲量，而对广义也标的微商 


( 7 , 5 ) 


j 77 1 = 

…巧 r 

祢为广义力。运用这些符号，拉格朗日方程具有如下形式: 



(7.6) 

(7.7) 


荏笛卡尔银标中广义冲最与向量趴的分量相合。一般情况 
，. F 覺. 灼是广 义速度 A 的綫性齐次闽数,幷丑决不能化为質量和速 


習 籮 


質置为…以速度 w 运动的質点 ， M 質点的位能郜于常置 R 的半空诏 
轉移到位能等于常盘 h 的另一肀贫間。求質点运动方向的改变。 

解：位能不依铹于平行于二个邛空間分界面的軸的坐沅。因此茛点冲 
贵在这个平而上的投影是守恒用 h 和心 表示界面法綫与質点轉 沴前后 
的速度 A 和巧的夹角 7 我圯膊到 h 咖没尸巧 sin 匕<> 和間的关系，由 
能 KP 恒定律給出,結果求得 ， 


Sill 


1 


2 

1. 十… -■■■ 
mr-t 


<Jh 一抑 6 


慣性中心 

封阳力莩体系的冲^相对于不间的(雛)許算系統有不同的 
fa , 如果計算系統 ir 以逨度 K 相对于計算系統£：运动，那么运动 
着的竹>:栩对于这两个系兢的速度仏和 R 以关系式 V^ti^rV 
m^n 闵 此在这 商个系統中，冲悬的値 P 和严的关系由公式 

^ S ^hVl + F S 





守 m 定推 


陳二寒] 


或者 

P-P J +FS^, ^ (M) 

a 

給出。 

其中値得注章 p 是，总存在着迖样的計算系統4”，茌其中总 
冲最变为零。使 （ s ， i ) 中 P ^ o , 求得迖个訃算系統的速度等于 

I 


P _ 2™^ 

h 2 叫 


( s ，2) 


如果力学体系的总冲量等于零 + 那么就銳这体系对相应的計 

算系統是靜止的。这是單个質点靜止的槪念的很自然的推广。栩 

- 

应地，芬式(8,2)所給出_速度 F 丑有冲 景不等千零的“体系整体 

运动”的速度的意义。由此可見，冲帚守恒定律他我們有可能很自- 

然地定出力学体系整体的嚭止和速度的槪念:、 

■ . 

公式( 8 , 2 )指出，林系整体的冲量尸与速度 y 間购_系冏一 
个質嚴等于体系中所有質点質量之和2 %的質点一样。这 
神愔呪可以簡明地表_为質置的可加性的斷言 a 
公式 ( 8 , 2 ) 的右 ^ 可以表示成 

了 (8,3) 

对时尚的全微商。可以說，体系整体的速度是向琢由 （8,3) 所給出 
的点在空間移动的速度 3 迖个点称为体系的憤性中心 c 

封閉系的冲量守恒定律可以簡述为下面的截_:体系的憤性 
中心作等速直綫运逮^这躭是慣性定律的推广，在§ 3中我們曾 
对一个自由質点推导出达个定律，一个質‘的惯性中心与玄本身 
重合。 

I 

在硏究封閉系的力孥性質时，当然利用力孕体系的慣性中心 
是靜止的奸算系統。迖样就不必规察无关骁要的体系整体的等速 
直綫运动。 ， 
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靜止力爭体系整体的能最通常称为体系的內能内能包 
括質点在体系中的相对运劫的劫能和質点之間相互诈用的位能 P 
整体以速度 F 运涊的体系的总能最可以表成 

E = J ^+ E biio ($， 4) 

虽热此公式本身十分明显，枢我們还是耒直接推导它 P 

力學休系在两个許算系虻 K 和. W 中的能量 E 初 E 1 由 以下 
关系联系： . 

Ja ij- a] 

- ^ + v S^x+S ，养 

jl a (? Z 

j ^ E f + VP 4-^~。 ( S ，5) 

从一个訃货系絲轉到另一个訐算系統时，这个公式决定能: M 妁变 
換規律，芷像公式 （ S ， l ) 給出 冲贵 的变換規栉一样。如某在系統 
^ 中慣性中心靜止，那么 P f ^0, E f ^ h \ n , T •是我們又得到丫公 

式 ( M )'、 

• . 

I 

S 9. 冲簸矩 

坝在我們来推导由于芟間 的各向 同性而产生的守恒定 n 
空閒各向同性故意味着，当封 m 体系整体相取間任意轉动时， 
該怀系的力争性質不变。与此相应，我們来研究体系的一个无穷 
小的轉动，幷要求屯的拉格朗日函数在迖情况下不变。 

y 入无穷小轉动向量知，其絕对値等于轉动角知，而方向与 

_ • —* B, 

轉动軸符合（而且相对于^>的方向而言，轉功的方向应祢合螺旋 
法則)。 



-守恒迮律 


[笫二牵] 




首先,我們找出当这种轉动时从共同的坐标原点(位于轉动軸 

上）引 向轉劫 体系的任一質点的向徑的堉董等于什么。向徑端点 

• • 

1 的後夢动与角度的关系是 

和 ^ Sp !3 r|=rdn 心如 

(圖 6 )。而向量 dr 的方向垂直于逋过 r 与知 
/ / 的平面 e 所以很明虽， 

/A - (9,1) 

W 当体某轉动时，不仅向徑的方向改变，所有質点 

y 的連度也要改变，而且所有向最按同一規律改 

* 变。所以相对于靜止坐标系，速度的增量 




dv^ [5^>* v] 


(9,2) 


把迖些式子代入轉劲时拉格朗日兩数不变的条件 ^ 

*t I 

«• 

中,按定义，微商 普 可用凡代替,_裉据拉格朗日方程■可 
用代替。于是我們得到 / 

+ p ,[^* t ? J ) -0 T 

i * 

对乘积进行循环調动幷粑弄到求合記号之外可得 

•* 

知2 ( Cnp 4 ] + iv , p ,})=8 9 = o 。 

u .&t 

_ ♦ 

由于知的任意隹，因此 


也就是說我們得到了下面的結繪:当 封閉系 运动时，向量 

. 別^21[广乳] 


(9,3 


守恒，此向量称为体系的冲踅矩（或簡称矩）这个量的可加性 


①也采用箱动矩攻角矩的名称』 



Li >] 冲虽矩 艰 

■ • • I P ■ I I - . — . . ••- • —■ . I • ■ ■ I ■ I fc I I ■ _• 

是显而舄兑的,幷且慄冲量一#，沱&与質点客問是否存在着相瓦 
作用无关。 

可加的 : 运动积分就仅限于这些。因此，仟何封 M 系一•其有七 
个可加积分:能贽以及冲量向量和矩餺最在兰个方㈤. h 的分量。 

旣然莅矩妁定义里含有質点的向徑，所以一般說来芯値依賴 
于#标原点的造擇。相紂于两个距离劳《的原点，同一点的向徑 
匕和屺之間的哭系畏所以有 | ♦ 

^= Sir a p a l - [a iKp a ] 

G il 

或巷. - 

I 

M=--M f -b{aP~-, (9,4) 

从这公式看得出，只有当体系整体靜止时(也就是說 P=0 时），它 
的矩才不慑賴于埜标原点的选擇。当然，知之値虽不鞞定，但幷不 
影响 到妃 守恒定律，园力封閉系的冲量也是守恒的， 

我們茏推导联系在两个不同的慣性系铳兒和中冲置矩之 
値的公式，这两个系統中的第二个相对于第一个以速度V 运劲。 
我們認秀荏某时刻系統I和的难标原点是重合的。此时質点 
的向徑在两个系統中也是一样的，而速度以 + F 相联系 s 
所以有 

■ 

iSf -2' O 也] =’ S%E>vM] +^w fl [r a Fj 0 
u a a 

等式右适的第一个和是在系統 ir 里的矩 M \ 在第二个和中，根 
据( 8 ,的引入慣性中心的向徑，我們得到 • 

M = M ^ f LlRY ^ 0 (9,5) 

迖个公式决定当由一个訐算系統.轉移到个計算系統时^量矩 
的轉換规#，就像公式 （S,l) 和（8,6)給出冲量和能 i 的鞞換規律 
一样& 

若力学体系整体在; iT 中靜止，那么 F 是玆力学体系慣性中 
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m— 

心运动的速度，而 /^是庀 的总冲量/ > (相对午 瓦)。 于是 - 

M ^ M l ^ r \ RB \^ - (9,6) 

換句話說，力学体系的冲量矩是由它的“固有矩”和矩 IRP } 所 a 

• • 

成，前者是在相对于体 系芳餐 it 的系統中体系的矩，而后者是体系 


整体运动所产生的矩。 . 

虽终矩(对任意的坐标原点)的所有三个分量的守恒定律只是 
对封薄系才成立，但在较局限的形式下，这定律对在外場中的体系_ 
也可成立。从上面推出的結論可以看出，冲量矩在場的对称軸上 


的投影总是守恒的，因此，当体系繞这个軸任意轉劲时，它的力学 
桂質 t 本变，当然，这时矩应該相对于往迖軸上的任耷：点(坐标原 

点)来决寒& 

■, 

此”类場的轔重耍的愦況是中心对称的場，卽位能只依賴于到 

I . 

空間某一定点（中心)的距离的場。很明屬 T 当在此場中运劫时，矩 
在通迓中心的任意軸上的投影都是守恆的。換零之，矩向釐 M 是 
守恒的，但此矩不是相对于空間任意一点，而是相对于場的中心来 
决定的 a . 

另一个例子是沿 S 的均勻場，在这种場中矩的投影別，守 
恒，而且坐标 kA 可以任意逸擇。 


. 应当指出，矩荏任意軸（称它为 z 軸）上的投影可对拉格朗日 
南数微分按公式 




dL 


(公， 7) 


求得，其中坐标 p 是擦轴 z 的轉角 a 由于前述的冲量矩守恒宠律 


的推导的性質，这一点是很明显的，但也可用直接的运算来証实。 
在圄括 坐龙 r, 9 ,z 里我們有(代入 x a = r a cos %， sin 

f 

I X 

(*i- vJi 9 ) «2价 0 『&。 (9,8) 

» a 

另一方面，由迖些变量表示的椬格朗日函数具肴如下形式 r 



Dm 


冲置矩 


2 T 


W++3) — V ， 

J4 a 

把卞代 人公式 (9 ， 7) 就可导出式 〔9, 8) a 

b 

習驩 

丄. 試求在圃注坐标 O h 3中纹点 冲蛩矩 的消卡尔分最和凡絕对値的 
表系式1 ^ 

签： Mj ： — in -sin <p(r£ — ^r) —mu) ⑶ s 芦， 

M^m cos fpic^r— r£) —mrd) sis ； 

M^=mr-^ } 

L + 十 in 2 (ri — W} 3 i 

2+ 同 h 趙，試求在球坐标中的衰示式 t 

答： m r 3 (5、hi 炉 + 僉 sin 8 co^ 9 <p) ^ 

M .^ = m - A (9 co.s <p — 9 & 0 ^ p ) ? 

、 M ：]i ― int^-Hixi 2 6*tf } 

M^= 4 (fi? a -hsin s &*p 2 ) 0 

3- 在下面各种坳中运劝时，冲量 P 和笵於的邶钱 5 h 置是守恒的 a 
CO 无限大的均勻平面的場。 . 

I > x} M z (无限的平面是肀面邛 ）■ ^ 

■： o) 无限長的均勻 M 柱的場， " 

签： J4, JV: 圔柱的軸是 j 軸）， 

W 无限長的均勻棱柱的場。 

答：匕（稜柱的梭角平行于軸 ■=; * 

:』厂两 点的場 & 

答：(两点都在铀：上 K 
m 限的均勻半千面的場， 

答： ( 无限的半乎面是 平面邛 的以軸 !/ 为界的補分 u 
(«; 均勻阍錐体的場。 

答：V:(錐体軸为：軸）。 
u) 均勻闼环面的場。 

答：(圓环面的軸为$軸) 。 
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(3 )无退長的均勻柱形螺旋綫的場、 

解：当繞蝾旋綫的軲(軸4轉动一个角度卸 T 同时沿着此軸移动一珩离 
, 4岵时0是蜾距），拉格朝 H 函数不变》所以 

= -^ J - 5 j ikp ^( p x ^-+ M n )^ O t 

办 C^p \ -iJT J 户 - 

mat 〜十么 - p 产常数 3 

■ ^ 

# 

UO. 力学的相似 

d-a 

对拉格朗日函数乘以任意一常数因子，显然幷不改变运动方 
程。这神情呪（在 S 2 LL 指出）使得可能在一系列赏耍愦％卜， 

* 不具体地去积分运动方程，而作出关于运动性質的某些根本性的-\ 

結論。 」 ' 

当位能是坐紜的齐夾阗数，亦卽滿足 条件. ' 

• • 

•• 

U ( ar , r ar ^, a ?\)= cW ( ri，TV …， r fl ) (10,1) 
的南数时就屬于此粹惝况〗迖里 a 是任意常数，而}是南数的次 

散。 

現在我們岽进行下纽变換:所有坐标变负《倍， 同时吋 間变力 
卢倍 r 卽 

-> ccl *^ i 4 ^ i 0 

迖时所有的速度卢倍，而动能变为倍。位 

/能則乘以如果以条件 

* 

— a fc , 也躭是 ^=ai-i , 

把《和3联系起来，那么，由于达样的变換,整个拉格朗日南数被 

♦ 

乘上一个常数囡子V，卽运动方程不变。 - 

質点所有噔标改变同样倍数就意味着由一些軌道轉移到另外. 
一些几何上相似而仅仅綫度木同的軌道上。于是，我們得出結論： 




Lfe 力學 的相似 2 a 

_ _ _ . _ I _ 丨^■丨 r afc—h I ■■丨■■丨 ■丨■丨 I ■ ibii .1 

如果体系的位能是（笛卡尔)坐标的 A 次齐次函数，那么，运劫方程 
侦儿何上相似的軌道，及（在執道对应的点之間）运动的时間有关 
系式 


萁中？ V 叾分两个軌逍綫度之比、除时間以外，在軌道上对应的点， 
，十对应的吋刻,所有力學量的储也是由比 的次数决定的。臀 
如說，对于速度,能量和冲最矩就有 



~E 



^ M f 
， ~M 



(10,S) 


下面舉几个例子釆加以說明。 

戏們将耍淆到,拓所謂微振功的情況下位能是坐铢的二次函 
数4 = 2)。-从 （10. ^我們得到，迖神振动的周期不依賴于它們的 
振幅。 . _ 

往均幻力場中位能是坐标的綫 fe 函数[見（5,8)3、卽 
由于 (10,2) 我們有 



由妝得出結論，臂如说在弟:力場中下落时，下落所需时間平方之比 
等于它們最初高度之比。 1 

两个質最間的卞頓引力或两个电骑間的庫侖相 乜作用 ，其位 
能都与粒子間的趴离成反比，卽位能遙 —1 次齐次函敎。在这 
种情况下 * - 



干是我們可以货定，臂如說，沿閉合道运^一埒的时問的平方与 
軌道綫度的立方成正比 （ 卽所謂刻卜鞒第三定律)。 

I 

. 如果体系的位能是坐标的齐次函数，体系的运动又在有限的 
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空間范围内进行,則在此范圍内功能和位能对时簡的平均値之間. 
存在着弗常簡單的关系，此关系称为維里隹律。 

旣然读能 r 是速度的二次函数，桥以根据齐次函数的欲勒定 
理 


再引 入冲量 



我灼财 

■ 

h 

2^= 2 p «^- 4 ; (S nio — S ( io ,4) 

a tfr a a 

我們來把这个等式 对时間 平垮。任柯一个时間的函 &/ ⑴的 
半均铕 


T-^+aDi TT J ft 

很容易看出，如果 / W 是有界（卽不具有无穷大値的)函数八0对 
时間的微商,那么它的平均値将等于零，事实上， 、 

7^ii m A.f T 

T 1 J 0 (it T 

焊定說，体系以不变劳无穷大的速鹿在有限的空間范圍内运 
动。那么，量 2 r 0 p d 是有界的，而等式 (10,4) 右边第一項的平均 

_ I 

I S 

隹变为零9在第二項中我們按牛頓方程把久換成 一 H , 就可 
糊① fl 

25 r =2 n ^ . ( io ,5) 

a or ff 

知果位能是所有向徑。的 /: 次齐次函数，那么按照歎勒定理，等 
式 (to ， 5) 馮变成所求的+案系式 

(10,6> 

. 

® •式右边的式子有时秣为体系里^ 



由于乂:系式可以表示戍益式 


jc ^ r ^= , r — r E , 

k -\-2 ^ ^ + 2 ’ 

此两公式把口和丨通过体系的总能 贷表 示出来了。 
储得 特別沖意的是,財丁-微振动 M = 2) 我們有 

■ y-/7, 


( 10 , 7 ) 


卽动能和位能的平均値相同对 T 牛頓栩疗作用 ㉔ =一 i ) ， 

+ 2 f P ^- U ., 

S 

这时 F 是由午在迖神相丸侔用的愦说下，运动在有限的空 
間范阐 内迸行只有荏总能葡为鈣的免件下才有可能 C 

I 


習 邋 


^ 不闸質量的两个質点沿同一軌 m 迗动，在设 j 自相问的情呪下,它們运 
功的时間之比等于什么？ 


■ •■ t •_• rv>r 

答： 

t 1 m 

^当位能乘上一个常数时，沿相同视道运动的时間将如何变化? 



第三章运动方程的积分 

b 

■ 

§11. — 維运动 

k 

一个自由度的体系的运动叫傲一維远动。这种体系若处在不 
变的外界条件下，卵它的拉格朗 D 函数的最普遍的瑢式为 

, /戶香心)#—[；(《)， (11,1) 

•• . 

•• 

式中《(以是广义坐标？的某函数 d 特別是洚？是笛卡尔座标（我 


們称它为 外时, 


L =^ mx ^- U ( x ) 


Q 


CQ，2) 


和应于这巷拉格朗日函数的运动方程在一般港式下就可积分。这 
时，甚至沒有必要写出运动方程式本身，而应直接从第一积分，卽 
表达能量守恒定律的方程式出發。这样，对拉格朗 n 函数 ( ii ; 2) , 
我們肴 


ma? 

^2 




+ f7i>) 


兹是一个可以用分离变量法求积分的一級微分方程式 & 我們有 


dx 

dt 


2 


[丑 一 疗化)]， 


由此 


常数 


3 


ca , 力 


总能量 e 相积分常数在运葳方程式的解里起着两个任意常 


数的作用。 


-( 33 > 



i % m 


一緖 ㈣ 


33 


因为动能在本質上是个正数 _ 所以在 g 动时，总能■箭必須大于 
位能，也就是說,运动 P 、 能在 ) <九的空間范圍内發:生： 

假定凼数 U ⑷有如圓6所沿的形式 ._ 在阔上涵一:条相与于 
总能苋給定値的水叩綫，我們辟上就能指出运动可能發咤的范圍。 
在阔 6所示的情況下，运动只能發斗:在区間内诚在 C 点的右 



位能等千总能量，亦卽 

•• 

0 {X) ■-■ E (11 y 4 / 

的各点决定运动的界限。山于在这畔点上速度为零，所以称它們 
为“停点' 如果运动以問由两个障点限制，则运劫發生在有限的 
窣間范圍，这种运动叫做有限运动如果运动的范圍是沒苻限制 
的或只限制一方而，則运动叫做无限运动，質点甸无限远处运劫， 
一維有限运动是一种抿勒，卽質点在两界限之間(拓圖6上为 
巧和恥 两点間的“位阱” 中：)作周期性的往返运动。 f 据可逆 

性的一般桂贾（見第 1.1 貝)，在这种情 H 由 A 到心 的运劫时間 
和由％到 A 的逆运进的时間是相等的 s 所以振说周期2%卽由心 
m 心苒返冋巧的时間，是逋过 心心 所需 at 間的二倍，根据(11，私 


T (- S /) == V^m 


■祕） 如 

^ aWi ^ UW ) 


( 11 , 6 ) 
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幷且上下限 々同 6是方程 OM ) 钜五为給定値时的根 3 迖个公： 
式决定运动周期对粒子总能最的依賴关系。 ' 


習 題 

I ■ 

1. 求平面数学摆 『質点 W 系在長为； 的細綫末埔，在重力場中 振动） 的 
振动周期对振幅的依賴哭系。 

解：摆的能置 


E 


P ■ W 


_ ■ * * ■ 
2 


vurl eos q) 


mytr 


ro ? 


式中 P 表示綫对堅直方向的偏角 ， 作兄最大偏角。把周期3成是通过由寒 
到％的間隔所需时間的四倍来卩 可得 


r ^4 


^2 g \7 




dsp 


COP tp^ 


Or ] 


dq > 


— sm 3 I 


以 


S inf 


代入，則此积分就化为 


s:n 


/ 


T=IJ'K 
f } 


(崎)， 


式中 


■X 


K ( fc ) 


Cvi ： 




A ; 3 sin ) 老 


是所請第一类全橢圓积分。在的倩況下（微振动)，展开函数 


兀⑻可得 

r =〜^/}( i +=^ +…)。 

这个展开式的第一項是大家都知道的恶本公式。 ' 

3. ㉟ 質量为似的粒子在下列各神場中运劲时,求它的振劲周期对能置 


的依賴关系： 


答: 



^ (1 也 

J* 


2 ^ 2 mE ^ 





r * 由振劢调彻 a 位姥 

代人,积分化成用厂制数志示的所謂"欧勒识分, 



^对 K 的汰賴关系是与力孕的相 似規印 ■. U ) ? + j ； 3 ;.1心:;._相 汴如） , 




— C-^o *c f-. 


答： 

( b ) 6— = U^tg^ 

答： 



T 


-T -\/ 2m 


8 & 


§12 由振动蜀期眾位能 


我們现莅来研究一个問題 .am/ ■在塩中振动，由 已细盼 

崔动屑沏 y 对能货 E 1 妁恢 

I 

赖乂 系反过来求位能 U (^)' 

的転式能到怎样的君1度。从 

u:L - 

数学规点东沿*上而所說約 
就是解积分方程式 (11 > O ) r 
^ 幷 K 其中的"⑷我們認为 

e 是宋知的，而 T ( K ) 認负 fi 

到 L 已知的。 ' 

f 

不赞积分方程的解玷否#站，锻們先假定在所硏究的益間范 

■ 

圍内 ，娇 求闽数 P ⑻只存、个树小値。芳方便起見把溲転原点选 
在位能为極小依的地方，在逑点妁泣能絍設为潑(.關 7) 。 

变換积分 ( u ，6), 殍把式中的』 "的 函数。 we /) 是双链 



函歡，卽泣能的每个値对废- Tz 两个不同的値 3 以 


d ^ r , 

W 


4 f / 代咖 
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积分 (11,6) 就換成两 个积分卽汉 n ； L 到 a ^ O 与从 〆 0到怎= 
=% 的两个积分的和了。我們辨在这两个范.圍內 a 对 U 的诙賴 
关系写成 $ =«1 (10 与 < sc ^ x 2 ( U )., 

对故/积分的上下限很明显是五和0,于是 


T { E ) 



^ d ^( U ) 

;— dTT ~ 


dU 


VA T - f 7 


: +、 V : 



dMlOdU 

dU ^ E - U ^ 



, 以 vV _= i ?& 是參数)来除等式两迖，幷对五从零到 a 积如 

(- T ( E ) dJ ^ 

■ 

Jo V a — _& T 


= \/2 m 


a 


o. 


E 


0 


^(l 

j ■ ■ ■ 

dU 


( U ) ^ JJ ) 


flu 


dUdE 


^u~ e ) (丑一 —t/y 


:改变积分次序可得 


1 ； 


a T ( E)dE 

、/ a — E 


: [ H ^ r -产 


dE 


j ：; \/ {a — E ) ( fU ™ U ) 




不难得到对的积分等于此后，对设/积分我們便得到 


J 


K 、 K)dE 

0 \/ <x — J.ij 


cr \/ 4 2m [^(«) — ^ {a) ] 


1：迖里应考虑到％(0) ^心⑼ =0] 、以 f / 代& _后求得 




f v T ( E)dE 


(1 M ) 


31 v jo * s / U — M 

闶此，根据已知菌数 rcfi ?)， 就能确 定差而 （ 17 ) 〜〜(£/) 。 而 
函数 A ( C 0 和❽ ( C 7) 本身还是不确定的。迖就是說，存在着不是 
一条， 而是无限多条曲綫 U = U (的 ，它們給出周期对能璧的依賴 
关系，相互的区別 于一 些形变 T 而这挂形变幷不改变对应于同一 






^7 


U 値的两 T 値之蒂。 ^ 

如果耍珉曲綫 u 二 V (心 对縱坐标軸是 X 〗 称的 ，卽要求 

x^(U) - -^i(U) 二趴 U) 

成立，那么解的多値性就沒有了。茌迗神情呪下公式，1:給 m 
WC /) 的眾値表述式如下： 



■-■ T { E)dE 
; 0 vT ^ fiT 0 



U 3. 折合質 ft 


关于由两个相瓦作用表的粒子所組成的体系运动的問題〔“双 
体問 題”）是極为甫耍的，玆种問題可丫石一般彫式： F 完全解决。 

作力解决这仲問瓸的第一步，我們来証明，把体系的运动分解 


为慣性中心的和'相对干惯性中心的两神适递，問題可以怎样大大 
湳化。 

两粒 _'f 相互作用的位能只与犹間的趴离有丈，卽只与$ 們 W 

m 


渑之差的絕对値有关。因此这栉的体系的拉格朗日函数 


~f ， 

m j - ■ 一 ••■••_ h i-im. 


rrl ， r?i 

■ _l 

_ . ■ 

o 





引进两点相瓦距离的向置 


my— r L ” 

再把屯标原点放芘慣性中心上，則栢 

^ n ? r 3 + m - r ^ — 0 5 

巩最后两等式可求得 


A 


rfi 2 
i + m 


r T r . 




2 


w-jt + -m^ 


o 


(112) 


将迖些式子代入 （13.1) 可得 

， h -=~ f -- U { r ), 


(13# 



3 S 

式中引进了符兮 


运动方稞的积分 





[眾二聿: i . 


似，句 


量爪叫做折合質里。囷数(1'3)在外银 h 行一个質贷为 w , 在对 
靜止坐标原点对称的外場 t 7 ( r ) 内运劲的質点的拉格朗日函数相 

迖样一宠,关于相互作用着的两个質点的运动的冏題就化成 
解一个質点 -在給 定外場 U ( T ) 中运动的問題了'裉据問題的解 
粒子771!祁 W 2 的軌道6(#)和 = (相对于它 
們 的共同的憤性中心) 都可士 公式 ( j . 3 ， 2 )式得出。 


習 題 


有一 体系由 質量为 苽的一令粒子和質置为 m 的 n 个粒子所組成。把慣 
性中心的运动除掉，幷把这个問題化为 D 个粒子迗动的 問題。 

解：設 J * 为粒子1的向徑，2,…， W 为質置的粒子的向 
引进从粒子 M 到粒子 m 的距离 


及 a — ® ? 

同时把坐标原点迭在览性中心上： 

从这些等式可求得 " 


A 




将这些式子代入拉格朗曰囫数 


4 ^P 


㈤ 卜" 

a 


中，苛得 





2 (M + 1? m ) 


㈣ s 



位能只依賴于粒子之間的距碟，因而可以苻作是向最~ 的闽数 ：, 



S 3 






U 4 . 在申心場中的运动 


把双体运诎比汾眾体运功时•我們碰到解〜 * 个 ft 点在位能 R 

依赖子 到黑 一定点的距离的界玛中垣迓的 問題; 这神揚称泠中心 

壤。作 m 干粒」 r * 上妁力 

於 〜 dU (v i .. dU r 
8 t dr r 9 


其絕对姐这时也只依賴干 6 抖 M 方向与向徑一致。 

在§ 9中 B 經証明了，往中心場中运动时，体茶对場中心的 ，中 

贵矩是守馆的。一个粒子的冲货饺是 ^ 

•• 

财二 1； r />] D 

由于向 Mr 勺财乖 Ofi :/ 所以 I 不变就意味着往迗动时赞点 

p * 

的向徑永远從一个垂武于 M 的平面 . fc 。 

因牝，在中心場中运劲的粒子吡道完全在一个平 面上。 用蝴 
坐标 m 我們可以把抗格朗 H 雨数写成[比較（4, 5)] 



■ 公 . _ 


>} - u (r) 


- i .4 /n 


这个阀数不显含光 few 。在拉格朗日鹵数中不显合的 广义屯 
标称为微硏埜栎1由于拉格朗 n 方程式，对于玆些坐标我們有 


d BL ^)1 _ n 

di ' Bq { 如- U ’ 

也就是說，与迖杩枣标对应妁广义冲景奶亞运动积分、 R 
此 ，挡 这种惜 a 侦得积分运动方程的問題 大入蔸 


化。 

芘現在这#淸况下，广义冲锖 

p 屮 ' : 

与 1冲量矩礼相合[見队⑷]，闲炖，我們又间到了我們已熟 



10 


运劲方程的积芬 I : 第三聿 1 

... _ _ _ 

知的冲量释守恒定律 

M - w r 3 ^ - SI 6： , (14, 2) 

应当注意，对一个質点在中心場中 
作平面运动的 g 个規律可以給出簡 ° 

單的几何解釋 3 表迖式是 

由两个无嵫近的向捽及軌道弧充所形戚的扁瑶面积（鬪用3/ 

宋表，它，我們可把粒子的矩&成 

’ )[[ = 2m /， (14,3) 

式:中 /的微商称为畐形速度：所以，冲 ifc 矩讦恒定律#味着，扇形 
速度是个常量，也就是說，在相 奪的时 間間隔 R ， 动点的向悴拍过 
相等的面积（卽所謂刻卜勒第二定律 n 

从能量及冲量矩守恒定律出發,質点在中心場里运动的問親 
^可以很簡單地得到完全解决，而同时无須写出运劲方程式本身。 



按 a 4 , 2 ) 通过血苯表达么幷把它代入能量的表示式內，可得到 

'( A + rV )+ t /〔 r ); 誓+ ^^ + 厂⑺。 （1 M 、 

■ 

由此 * 


r 


dr 

dt 



!:[尺， )] -盖 


分离变量幷积分就可得到 


t = 


dr 




iE ~ U ( rn - 


+常数 


其次，把(14,2)写成 


rf® — -^7, dt 

mr " 


从(14,6)中把办代入此式幷积分，我們樽到 


(14,av 

(14,6) 


<30在中心搀中运勐的粒子的冲最矩守恒定律有时#为面荦积分。 



[H; 


4W 、 場 


41 


M 


<P 


r 


dr 


如 m \; E—TJ (，)、』:〜 


f 織 


(14,7 


公式 cu ， 6) 和 {14,7) 是在一般形式下解决所提出的問題、其 
中第二个公式确定 r 和？>之間的关系，也就是說，确定軌道方程。 
而芬式 (It 6) 用不明 | 的方式确定作为时間函数的动点到中心的 
距离 r 。戏們衍出，角度 P 总是随着时間眾調地变化，因从 C 」 毛 2) 
» TM » i 任何时候都不变号。 

表迖式 (14,4) 指出，运动在徑向的部分可瑕成在場中的一維 
运动，这个場的有效位能 


IK 


11(5> 


U^' r) 4--AIL.- 

、 ； ■ 加 -H ■ ■■ 


(14,8: 


AP 


幫 -7-~； r 称劳离心徒。从式 


ilnr 


Uir )^-, 


Mr 


2 r my 


E 


( 14,9 


中得出的彳'的値确 定运劫区域的边界到中心的阳离雏公式 
0-4,9) 被滿足时，徑向速度/变为零。这 幷不宽 味着質点停止(像 
在興正一雑运动的情况下那样），因为角速度¥幷不变芳灌。，式 
r ^ O 表示軌道的“轉变点”， Wi 数 r ⑴在迖点从增加变$减少“者 
是相.反的变化。 

如果許坷 r 变化的区間仅由一个条件 d —限 制的話，那末 
粒子的运功則是无限的，自卩它的軌遣从无穷远处采又回到无穷远 
处去。 

如架 r 的变化区間有两个迖界和那朱，运动是有限 
的，而軌道則完全位于两个圓和 M miu 所限制的环内 □ 
然而，这幷不意味着軌道一定是閉合曲綫 《 在”从变到 
再间到％血迖一时間間隔內，向徑轉了一个角度却，根据 U 4,7) 







[第 D 


它等千 




M 


dr 




04 J . O ) 


** 倉 vln 


KE — U、S 

軌道閉合的条件是要使得迖个角度与加之比为有理分数，卽 


式 中他和对是整 

% 

数。在这个条件下，經抑个 
周期的时間，点的向徑在轉 
了麓整 m 圃后将与自己最初 
的値重合，卽軌道閉合。 

佾是，这样一些锫呪是 
罕見的，在任意形式的卩 ( r ) 

I 

的愦戈下，角度与如之 
比幷不是有理分数，因此夜 • 豳 9 . 

—般，況下，有限运动的軌遒 扑不 鬼閉合的。.軌道无数次經过最 
大的^最小的距离（例如，像阐9 一祥），而在■无限長的时間后瑱滿 
由两个圓所限制的&个 H 环。 

只有在两类中心場中，一切有龊运动的軌运才都逛閉合的，这 

n *s 

就是粒子位能和 1 及 ^成正比的 場， 第一种情形将在下节中研 

r 



究，而第二种情形則和所謂袼問振子相芸（見§ 23習題 4 U 

H 

(14, S) 中的苹方拫[以及 (14 ， 6) 和 (14,7) 中的被积式]在轉折 
点变母。如果角度？从逋过轉祈点的向徑方向算起，那末轉折点 
两旁的軌道，在 r 値相同的毎一地方,其区別仅在于 p 的符号。这就. 

I • 

是說，相对于上述的方向,軌道芜对称的。从任何一个，垃方說/ = 
的点开始經过一段轨道而到站 r = ，然后，在下一个 r 一 

的点之前，将有对称安锻的同样一段軌道，知此类推，也就 





在中心場中的运动 
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跫説，幣个軌笾可以用向前和向后甯芨同#的一段栾#到。出从 
轉折点^伸向无穷远处的两个对你分友組成的无限运动亦 
梵如此 

拽心能(在运动时财_ U 的愦 况下） ，: _.—_>〔)时 v 像 rl 一栉变 

■j' 

成无铕人， t 的俘在通你他得 w 动的粒•了 •不可能通过場的中心，卽 
使娃中心本身具有吸引的特性也是如此 r >0 时足 

够快地趋向于时，質点_落 : ’到中心才嵙可能。汍不等式 


mr 

2 


2 


或 


K ~ U{r) ~-^ "° 

M - 

，屮⑻ +#■ 、：以 

2 m 


可得出轱論， r 耍有取得趋问于薄的數铱的可能，必鹆 


9-Uir )： 


\f -- 


(14,11) 


也就觅說 ， U ( r ) \Jl 
和的 — 4 成正比。 






^ -' oc i 咸者2 


習 

匕〔卽東力玛 中， 在7 况为？ 的球加^的运动 
古稈式， 

m - 在原点位于球心旧闸蚰帶卽 or 的诚平巾 ，禋的 拉格朗 b 阑數是 




人 =-、.乂 • (0- •' si Fs ^- O^tp^ f -r -* V^ 1 - n><V, r 

中是凋河 ■唞化, 因此向矩的 .:: 分:社钔合的广 ^ m ： 

二 对 , ■■■ 卞 n 

> 


(t) 


r? ■ ?思 -( 和■卜 1 sin 2 没 • — ^7(/J tos 6 = — ，+ : d' 々 : m - ^ o ( 2 ) 




r 2vsl * sia* ^ 
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远劫方糂的积分 


[第牵] 


由此解出 h 苒分离变量可得 


rW 




「■八一〜中⑻] 


(3) 


这里引迸了“有效位能 


7 /冲中⑻亡，■:- 


m 


mffl cos 


•o 


( 4 ) 


2 mi ^ 8 

利用 （]), 我們找到角度^为 

… l __ f — ―_ dO __ 

积分 （ 3 ) 和 （ 4 ) 可化为第一类和第三类椭圆积分。 

角 d 运劫的区域由榮# 叫咕來决定，而它的边界由方程 

决定。此方程的二次方程，在 - 1和+1間有兩个根：这两个根确定 
了球 面上两 乎行圓的位置，整个軌道都位于这两个阎之間。 

2. 在重力場中，有一質点在頂朝下竪菡放着的圓錐体（頂点張角为2«) 
表面上运动，試积分它的 g 动方程 P 

解：在以 錐的頂 点为原成棰軸堅直向上的球坐标中拉格朗 H 函数是： 


m ■- 


7j— ^ (f 2 十 r) sin 2 a*q^) 一 mgr cojs a 0 


坐标 P 是循评的，故 


3f^= mi r3 si ii s aip 


mr 




Ml 


又是守恒的，能量 

用与耆題 1 同样方法,我 f 1#到 


dr 


4 




if ^ 




dr 




m 


条件 


0 是，的三次方程(当 M s _0 时）,它有两个定根,这两 


个正_定在錐面上两个水平囲的位置，而軌道财被限制在这两个水平_之 


[S 


刻卜勒問扭 


版 

3,試积分平茼摆的运动方程，設楞的悬挂点（具有質最叫）可以在水平 
方向运动（見阖2)。 | 

解：在§ 5的锊題所找到的拉格朗日函数中，是循坏坐标。因此， 
和系統总冲量在水平分量桕重合的广义冲 1：JV 恐守楦的： 

P r = + 十 f =常，数， （1) 

总可以把体系整体溃做靜止的，这时常数= 0,而微分方稈 （ 1 ) 給出关系式 

(叫十 m a ) ■■?: +州 j sin 中二常数, ( 2 ) 

这表示 在水平方向. h 体禹的慣性中心是靜止的。利用 （ 1〕可得能置为 


3 即 
• ^ . 


4 -■■--<?osa ^ 


m 处 M p ? 


( 3 ) 


由此 





+ "，心 

、[十 m^ffl co^<p 3 


借助干 ( 2 ) 通过中來成达 粒:: 广 A 妁.坐敁 A;』 + ■? d 叫， y a = “os $后， 
龙們可得到結論:該粒子的軌道仍足以— 为水平半軸，-而以』为竪 
疸半軸的椭圆的一段。3 州飞— 时，就回复到沿着阆弧摆动的-省数学摆 

mn^fc 


谷 15. 刻卜勒間題 


中心場的一个栎重要的愔呪是位能与^戒反比，从而相应的 
力与产成反比的場。平顿万有引力場和庫侖靜电場就是这类場。 
戕們知逍:笕一种場具有吸引的特性，而第二种場則可能是吸引的 
場，也可能是排斥的場。 

我們先研究吸引場，在場中 

?/=-*, ( i ^ i ) 


其中《是正的，有效位能 




T 2 mT 


(16, 2) 


.的圖形與有閫10上所示的瑢状。当 r —0 时，它趋于 oo , 而当 



4S 


运汹方极的织分 


濟三聿] 


，> M 时，它則由負値方时趋近干霎，$时$有最+®，幷 


am 


( f / at }.4») ra : tt = --^ jpT 。 


等干 

^* 2 ™ 

(16,3) 

从阖上立刻猜得出，当忍>0 B ‘ l . 
質点的运动将是无限的，而当 
^<0时則是有限的^ 

借助千一般的公式 (14 , 7) 可 

得封 执遒的形状。将7=—1代 

r \ 

入其中幷进行初等的积分运算， 
我們将得到 



m w 


M 


7 ax 


平 =arc cos 


M 


交 TYl h] + 


~W 


+ 常数, 


我們适当选擇角度 p 的計算起点，使得常黎=0,井引入符畛 


P 


M - 


m <£ 


^/ l + 


2 厕: 




ma M 


(1 M 


則鱿道的公式可改写成 


r 


9 


(15,5; 


这就是焦点在坐标原点的圓錐劭棧方裎，9和 e 是所謂軌道的参 
数栩谲心率。从(16,5)可濟 出： 我們所作的少的計算起点的选 
擇，就往于 P = 0的点离中心最近(所謂軌道的近日点 ) 。， 

在契似的愦况下,当两个物你按規律(15, 1) 互相作用时 ，其中 
仟一 个粒子 的軌道都是鸩点往共同的惯钍中心的圓餡仙綫。 

从 CLh 句可滑出，当 E < 0 时偏心率0<1,也就枭說軌道是个 
椭圓（圖 11) ,而按本节开始所述，运动是有限的。根据大笼都熟 




tM 6] 刻 h 呦問瓸 竹 

悉的解析几何学的公式，榄躕的字 兵軸 和半短軸 


1~ "^ ^ 


YE : 


二 」— ■ 

、/ l—p 


M 


\/~ 2 m~E 


: Ifi ，6) 


， 能贽的最小詐可姐符合 
于 0.5,3), 迖时^=0,也就 

是説橢_变成为冏，应当指 
出，橢圓 的長卞 軸只依賴于 
赀点的能 y ： (而不农赖 r 冲 
獄矩） 。 趼場中心(椭圓的焦 
}： i ) 顸短相最長的趴离等千 



■ V 

1 -he 




a (1 — A ， 


1 一 


^ = a ( t ^ e ) ^ (15,7) 


这些表达式[含存<15,6)和 a 」 v ±) 的〃 祁 d 裆然也可以当作方程 
式6 (0 = e 的根直接得到。 

沿搬頭軌道周轉的时間，也就 足运动 的周期/，借助于以 ‘面 
积积分” (14,3) 來表示的冲贵矩守惊定律很.容易求出 。 对吋間从 
薄到 T 积分此等式，我捫将得到 

s 

2 训 

式中/是軌道的面积。对于满圓/=加5,洱借助于公式 (146) 
我們可得到 

气 = ^- 2 ^o - Jo ^) 

周期的牛方疲与軌道綫度的立方成正比这个事实已經在§ : m 中 
指出过了。还应指出的是 ，周期 K 液顆于質点的能量。 h 

当五>£>时，运劫是无 限的， 如果五 > o , 那么偏心率心^也 
就是說，軌道是繞过場中心(奶戌)的双曲綫，正像阖12所示 。近 
R 点到中心的距离 





明 


疰勐方椹的积分 


三聿1 




P 


n 


- ~ a(c — ^ L ), ( Id , 9) 


式寸 


a 



a = ^ 1 ^ 2 K 

是双-綫的“ 半袖' 

当„27 = 0"时 > 偏心率6 = 1，也 
就是說，粒子沿着近日点距离劳 

号的抛物綫运动。如果粒 

子自无穷运处由靜止状态开始自 
己杓运劲，就将出現这种_況。 

粒子沿軌道运动时，它的坐标对时間的依賴关系可以借肋于 
—般的公式 (116) 找到。它可以按下面方法表示成極方便的参数 
形式： • 

我們先看椭圖的軌道。按照(15, 4 ), (15,6)引入 a 和〜把决 
定时間的积分 ( W , 6) 写威 

rdr 


画 12, 


21 丑| 


^丄 a M 3 

t 2 m | 五 I 


/ma f 

J 


借助于理所当然的代換 


rdr 

\/a ^ 一 (r — a) s ° 
r — a= _£W cos ^ 


这个积分变成 

适当选擇訃算时間的起点，使得常数变成奪，我們最終将得到 
以下的^依賴干 Z 的叁数表达式： 


r = ct(l —杉 cos 芒）， I— 


rB 


a 


{S-emnH (1^10) 


[& Wi 刻卜 勒間親 独 

(a i = o 时，粒子在近 H 点;。通过同一个参数 f 还可以表示粒子 
的济卡尔艰标 ^ = rco &( p , y = rshx ( p { x %^ y 軸分別沿着觸圆的長 
半軸和短半軸)。从 (15,5) 和 (15 ， 10) 我剌有 

I 

ex ^ p — r ^ a ( l — e 2 ) — a (1 — e cos f ) — ae (cos f — e ) ， 

而 y 可由来求 ， 最后， 

x = a(eoB , y ^ a\JX —^ sin，!：, (15 7 11) 

銮数 f 从零变到2冗对应着沿橢圓轉一周。 

对双曲綫軌道进行完全类似的計算导出以下 I,Mi-1 

a(e ch ^ - 1) , t = */—- 0 s】i f f...,) 

Qt 、 

z = a (e — eh f) , y = a \ J~^^l ah ^ 

式中叁数 f 的数値 从 —m 到 +^a 

•我 們再茱研究在排斥的場中的运动，花此神場中 

I 


(15,12; 


(16,1 S ) 


(«>0) o 此时有效位能 




M 2 

nnr m 


当/由零变到™时它从+ ^單調地下降到審:，粒子的能景 R 可能 
是正的，闵而运动总是无限的。迖种情况的計算宪仝巧上面所怍 
的类似。軌道是双曲綫(当五=0时是抛物 綫）： 


= — 1+^ cos (15,X4) 

[ P 和 e 按原来的公式 (15,4) 决定]。它从場的中心旁边經过，如 
阖 U 所示，近日点距离 ' 

r^ in ^=—^=-a(e-^T} 0 (16, H: 

f —丄 

它对 fit 間的农賴关系由下面的叁数方程給出： 
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r - a(e eh f 4*1) ■ 

(e f . h $- h ^), 

T <x 

^ = a{oh f+ r) ， 
q/^a\/^ — t sh ^ 

在結束木节时我們指出，在 

場?7=1#的符号任意）中运动 
. r 

时，就有 m 是此种場所特有的运 
勐积分，很容尨用直接的針算檢 
驗 



=常向最。 ^15,17) 




ar 

r 


事实上，它对时間的全微商等于 


[vJlf 3 -h 


aV 

r 


ar(vr) 

^3~ 


(16,16) 


将代入后，上式变为 

mr (v v) — r nw (rv) —， 

垵照运动方程^可求得迖个表示式为零。 


^我們卷甫指出，就像 W 积分和 E 积分一样，运动积分 (15,17) 
是粒子状态(位湛:和速度）的單値函数。在 j 50中 我們將 看到，这 
个跗加 的單値积分的出現是与所謂运动的簡幷 取系 着的。 


習 題 


1. 試求当粒子按尽一，中运动而具有能置 £-0 、(沿抛物綫 ） 吋, 


坐転对时間的泣嗤关系 t 





劾 h 勒闻 M 


51 


解：在积分 





屮作代襖 

結果得到 Tf 求关系的如7参数表达式: 


土 (丄+ =(工 十泸) 


% 0+沪)， 




j ；.- .?_(l — r ； 3) ? y = P^!m 


参数1的値从-扣到+ 


oo 


0 


2-試积分質点在中心場 C 

解：按照公式 a 4， G ), 04 
求得： 

( si)^AX 


中店功的方 n 

_) ，对？>和 f 的計筘起点怍迈驾地选_們 




^mE 


2 in<i 


coet 


/Z — ~2mct' 
W 1 〜 ITT 


I , 


2 m 


U)q a 、:、） 时，- 
在所有三种情況下， 


2 rn 


<« 




+ ⑽ 


2 ma 


L — I I •—•— - I 


在 （ 5) 和 （ in 妁情％丁 ？ 軲道在时趋近干哚标原戍，苡 A 就沿此軌道 

I 

'济”到中心. M 耠宛的距离^落入巾心是布有限的吋閃内进奵的，它等于 

I . • ..P ••■ — ■ ■ • -■ —- J L . 


2 r >} 


:匕苫符泣能（「_ 一 $以小的增嚴 bUir ) &4 ,有 R 运劝的軼道将不再是 
閉合的: r ， 飪轉 一問，紙道的近 r:〖 戌都移动一个小的角庶岵。求 Yo_w= 
(獅4两种下的化。 

r hh 

解：组 r m 变到然后 x 重新变到〜3 h 角 f 的改变蹵 m 公 
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运动方我的积芬 


[第三萆] 


式 (14,10) 給出，我 f 5 JE 此式写成 


洳 — 2 m 扣饥洱 , 
(为了避免以后出現份發散积分)。令-寻 + SF 幷按叭的方次展开被积 


函数,展开式的零次項給出而一次項給出所要找的移动卸: 

le 2 mS 7 *dr & 




2 ml 


Ma 


9 M 


o 轉)， 


这里我惻对咖的积分换成了沿“未受微扰”的运动的柏道对办的积分。 
在 （a ) 的淸况下，〈1 ) 中的积分是很寿常的，积分后可得 

2 sr 3 


1) 


=— 




ap 


[ p 是(15,劲中的未受微扰的捕圓的参数 : I & 在 （3 ) 的淸祝 f % rm 




<15,6) 求取+，我們便得到 


6swifym^ 


Gjty 

w 


第四章粒子碰雄 




§ 16 - 粒子的分裂 

冲置与能量的守恒定拌本身就已篯可能在許多犄況下作出一 
系列涉及各种力學迓程性質的很重要的 結論。 在迖里特別蒉要的 
是：这拽性質完全不依赖于參加过程的粒子間的相瓦作用的具体 
类型 ' 

我們先从一个粒子"自劫”（卽沒有在外力作用下）分裂成两 
个“組成邡分’’（卽两个莊分裂后就相互无关而各自运动的粒子)的 
过程开始。 

迖个过程在粒子(分裂前）芳猙止的訃算系統里覌察它时看亲 
是最簡單的了。依据冲量守恒定律，由于分裂而形成的两个粒子 
的冲贽的和仍然等干端，卽粒子带着数量相同方 fe 栩反的冲量飞 
开,而冲量的共同的絕对値（用外表示）由能量守恒定律 


A.hi = -^lujE + 


n 

Po 


2 m 


丄 




BIT 


』_L 


确定，其中心与％是粒子的質景， E lKK 与 E 咖 是它們各自的内 
能，而枭原 柰粒子 （卽分裂粒子）的內能，我們用 e 表示“分裂 
能’％卽內能楚 

S = _E nn - - 五 SBII ( 16 , 1 ) 

(显然，要分裂可能，这个量应当是正的）。这时我們有 



(1- M ) 


灼卽由上式决定 ( m 是两个粒子的折合質虽 ：） ， 而泣子的速度各念 

< M ) 
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粒子筘捶 


[第四卑] 


現莅轉到分裂粒子以速度厂运动的訐算系統中去。通常称 
这一計算系統为实驗室系銃(或 J 系統），$与“惯性中心系統”域 
.« 系統）不同，在慣徙中心系統中，总冲*等于零。我們来拼究新 
生粒子中的一个，讓 U 和％分別表示在 J 系統和 M 系統中的速 
度。由显而撼見的等式或 r — V = v ft 我們可得 

v"+r £ ~-2vKcoa^=v^ (16 ,S) 

其中0是粒子相对于速度V方向的飞出角。在系統中，新生粒 
子的速度对史的飞出方向的依賴哭系由茲个方程式确定 u 此关系 
可藉圖14上之閫形用阊解法表示出袭。速度 P 是由距离圓中心 
为 F ■的/点引向半徑为 w 的圓周上某点①的向量給出。阖14, tf 
和分別对应于 F< 叫和「>叫的两种情况。在第一种梼况下 
粒子可 Ut 以任何角6飞出：：但在:第二种情况下粒 -了 -M 能以不超过 
4找的角沒飞出 ，枚職 由等式 

sin ( 16 » 

确定（由义点所引的阎的切綫的方向 V ' 



.①. 更祸噼地說，庙«是半狸为4的®珠上的任一点 , B 14 J ； 所画 的眧是这个球 
的直把断妬 u 




[S le ] 粒子的分梨 ^ 

在同一圖形上， j 系統和 m 系統中的3出角$和^之間的先 
系也是显而易見的，迖个关系由公式 4 


ig 沒= 


^>o gin ^ 

%" oob^+F 


a «, 5 ) i 


給出。如聚对叫 s 知解迖个方程式,那末經过簡單6变換后可得 


cos — — i^sin 3 ^ ± cos O^J'X — , (16, 6) 

当 w > r 时，^和6之間的关系是單値的，这由阖14 : «也可看 
出。迖时在公式(16,6)内的根号前应选正号(因当 
如果 Vo < V , 那么 A 和々之間的关系竑不疫單値的了： #一个6 
的値对应于两个 A 的値， 这两个値与（圓14/上）圓心引向点丑 
和点的两个向窗 c 对应。在 （16,6) 中楳号前两个符号与这种铸 


況符合。 

在物理应用中經常4到不是一个,而是很多相同粒子分裂的 
情呪，由于这个原因就發生了关于新生粒子按方向、能 ■量等 等分配 
的問題 o 迖诅我們将假設有原来的粒子在空間的运动方向是杂 
乱无章的，卽平均說楽是各向同性的。 

茌 H 系統內对达个問題的词答是輕而易举的：所有的分裂粒 
子（同样类型的）有同样的能量，它們按飞出方向的分布是各向同 
性 的:， 后一論断和所做关于原来粒子动向的杂乱性的假殽有关。 
迖假設意味着在立体角元如中飞出的粒子数在总数中所佔垃重 

与办 J 的大小成正比，卽 等于^■，把 如=如 sin &爲 代入后， 

我們将得到按角度&的分布愦戈，卽 


^ dd 9 0 >16,7) 

I 

在 J 系铳里的分 布情％ 可对这个表达式施行栩应的变換来牾 
教。例如:戕們来确定莊 J 系統中按劲能的分布情将等式 




她子騙拽 


[笫四聿] 


平方可得 ^ 

^ - 沪=铺+尸+2灼 r cos 〜， 


由胜 doos ^0= 

s ，■ 

在此式中引入动能〔其中仰是叫或者％要看我們所硏 
究 冓那一 类型的新生粒子)，再将它代入(16, 7) 我們得到所求的分 


布锖戈为 


dT 

2mv^V ° 


(16,8) 


动能可取从最小値 ^( v 0 - vr 到最大侖 y mis — ^ (叫 + FT 

之間的一切値，在这个范圍內，粒子按 (16 ， 8) 均勻 分布。 

当一个粒子分裂芳多于两个的部分时，冲量和能量的守恒定 
律仍然成立，自然，新生粒子的速度祁方向較之分裂芳两个的愦戈 
具有更大的任意性 3 其中可注意的是，在系統中飞出粒子的能 
景絕沒有一个确定的値，可是，在达种構戈下，任何新生粒子可能 
具有的能量有上限存在。 ' 

沟了确定这个上限，除开一个铪定的粒子（其質量为叫）以 
外，把所有新生粒子的集和着作是一个体系，用表芣这个;^系 
的“內能' 达时粒子啊的动能按照公式 (1 H ), (16,2)将 ; i 


Tin = 


_ JT V . 


(五 BH — 迅抓 一 JSD 


(财是原来粒子的質量 h 显然，当私,为最小时，将有最大的 
可能値，为此,除粒子叫以舛时所有新生粒子应以同样的速度运 


动，这时不过是它們內能的和，而能量差丑1*^風„是 
分裂能。因此 




(16,9) 



L ® m 
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轚 鼉 


1. 求在分裂成两个粒子时两个新生粒子的飞出角6之間的关系 
(荏 J 荛統中 ） D 

解：在^粟統中两个松子的飞出角以相联累$将簡以 
6表之幷运用公式 atw 于两个粒子中的每一个,我們可写出 

I + ros : ?： 10 sin cig $ 1 ? 

r 二 r 扎 up fi 0 ^v^ ^in i ? 0 

当从这两个等式中消去心_、为此我們先汆出咖心和然厄組成 

■j 

⑼ y e 0 +^ 考璁到=，幷运用公式 (16,2) ,我們将求得下列 

'■23 "卜 

方栉： 


■^― - n 3 匕 + 州 1 ^in a — 2 ^in ff ± sin & 2 co^ <^ 3 H-Pi)= 

■^i 汛 3 


2 k 


.^ v . 2 ( e t + o 2 ) 0 


2 -試求 :& A 系规中新生粒子按飞出方向分配的情 
M ： 时^枳斤前带正母的人门心7)，我們得到所求的 


■^\n 9 d9 



eo ^ t 十- 


『」 


coh 26 








tL ； r n < v 財应 3 考撐到 k 和的柯个可能的关系。旣然当 f 增加时,」 j 冷对 
w 的心的两 w 直中-卜将增加，而另一个将减少，那么躭应当取在 iiti,(i)r^ 
根&前带两^符号的心^ \的表达式之差(而不是和），結果我們制 m 


K 3 

]-!- -： a -cfis 2& 

■< E 1> CtJ f - - - - . (0 & J 

J f — ■■ ^-^ in s $ 

•、 r * 


M 求在』桌敍％瑕个.新生敉 T 飞 m 方旳的夾角之虓的苛能范鹿。 

解：/」]_:匕出公乂(.叫：>._、兒習題.彳）决定的角的利 G + b 能最闯 

研尤所得炎示 a 的掹说捭导 m 々相封萣 i 以及〜 v st _ 胳 
的 c_ V能鳩的范骧 （A ■: T 蜗兌起记，設 y 〜） 如下: 



5 S 


粒子皤撞 


@四幸] 


勿1菜七 ip < F 則0 <夕<^; 

如果貝 ！ J *-心<沒 
如果 T r > Vao ? 則0 <<心， 

此处 之角心 的値由下式决定： 


sin 


v (^m + ^ J ») 

™ _ ~~ ■ — _ . . 


-§17,粒子的弾性礅檷 

单 

如果两个粒子在碰撞后內部状态不發生改变,則此神碰撞称: 
为彈性碰撞。与此相应，对迖样的碰撞运用能量守恒定律时，可不 
考虑粒子的内能。 


碰撗在两个粒子的慣性中心为靜止的計算系統 W 系統)里看 
来是最簡的了。像在上节一样，我們用指标0表示在这系統内的 

K 

. 各个量之 iU 碰撞前粒子在4系統中的速度和它們在实驗室系統 
内的速度 A 和 t? 2 之間的关系为 


衫10 






⑽1 




V 


其中 1? = ^ 一灼[見〔13,2)] 


由于冲量守恒定律，在碰镜以后两个粒子冲量的数値栩等、方 
向相而由于能量守恒定律，冲量的絕对植也将是不变的。因 
处,在^系統里碰撞的結桌是使得这两个粒子的速度的方向与以' 
前相反而数値不变，如杲用叫表示往碰撞后粒子的速度方向 
土的單位向暈，那末在碰撗后两个粒子的速度(用一撇把它們区別 
出来)将是 


^0^— 叫， i4 产 - 瑪 “ (17,1) 

为 Y 回到实驗室訐算系铳，应該将慣桂中心的速度 F 加到迖些式 
子中去。于是，我們将得到碰橫后質点在 . i 系統中的速度为 






t ^=— 


m ± ^- m ^ 




mi+mj 

怖 J^l + 饥 2*?2 


(17,2) 


关于彈性碰檑，能量和冲量的守恒定律只能讲訴我們这拽 c 
至于向贵鳥的方向,那沱是与粒子相互作用的規律和在碰搰时的 
栩冱 位設有 哭的： 

可以在儿何上来解稃得到的結果。把速度換为冲贷芘这里是 
比較方便的，分別用_叫和叫乘等式(17,2)可得 


p\^ mun 。 + ； ^ (jPi + 卩 J ， 

W』一 771^ 


— mnfl 0 H - ^ — (p 丄 -hp?) 

Wl + Vt 2 


(17,3) 


( m 〜 T 2 — 一 -祈合質 ㊆ 
作出圖来：如砒眾位向景叫 


祈合質作半徑为的關，井揿圖15那样 

_ t ： __ ^ ^ 


沿着 OG 的方向，那么向誓: 
AO ^ OB 就給出相应的冲 
悬 M 和私。在給定 / h 和 
Pz 的条件下，_的半徑和点 
A 与点 B 的位贵是固定的， 
而点 C 茌圆周上可以宿任意 
的位置。 

我捫比較詳細地来研.究 
—下碰撞前的粒子中有一个 
(假定卞就娃粒子 w £ ) 是处 
于靜止的情呪。在这个情況 




A 0= l ^^ (pl+p ^ 


OH 


mi+m s 


Cl > l + J >2) 


圃 t 6 


下，長度(祕=^^7妁⑽ 和屮 涟相等，卽方点在_周上 
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杜+磯撞 


[ 第&幸 1 


而向量和散射前第一个粒子的冲量负相等。这时 Z 点是在 
圆内（如果 WI〆 7%)或在圓外(如果丄在鬮16，《和泛上琴 | 
出了与此相应的阚形。_形上的角心和^是在碰 m 后粒子相对干 
撺击方向 （ Pi 方向）的偏角，用 z 表示的中心角 ($ 确定 n 0 的方向 ) 
是在慣性中心系統中第一个粒子的轉角。由圈可知，角^和&能 
够通过角 Z 用公式 


tg ^1 = 


7^ 2 sill X 
m x -\-m 2 coa x 



(17,4) 



/表示。同捽我們可写出用同一角 Z 确定碰撞后两粒子洩度絕对値 
的公式 


v ; 


饥？+饥！+2饥工 m a 


ar 


饥1+吻 


， 4 


2 wiv 


77 i 1 -^ m s 


sm -. 


X 


(打，6) 


是在碰橫后两粒子飞出方向間的夹角,显然绉 nh < m 2 


时的 当饥 i > 他时仏+仏 

如果砩撺后两粒子在一条直綫上运逊（正面掠击），則 z 等千 
h 卽是說 C 点的位說在直徑上，幷在』的左方（圈16，〃，这时％ 





杓 二 /- 的瘅 性碰捎 
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p f 2 瓦有祁反的方向），或 者在』 和 G 之間 （ m ^, o ^ up \, P f 2 
有同一方向 v 1 

在这 种愦祝下，粒工 在钸撺后的适度等千 


•Hi —— r i'fh2 


V . 




r/^ +w.j … _* r" ：! +m 2 、 17, ⑴ 

麟 v r , 的妞是最大可能的敁。闵此原先 靜止的 粒子由子賴 m 
可能得到的最大能货适 








卬， 7) 


式中瓜=穿是碰 m 前运动着的粒子的初能量。 " 

当叫 时，夜第一趑子碰撞后的速度可有饪 何方 m 
% >™ ^短动位子的偏 
m 川不能起过某一个设大値， 

此最大値对应于^点的那个位 
置 （Mi 1 U ),3 G 在此位置时 
直綫和圆周相切。很明 


见 sin 6 lmflI ; 


0 C 

0 A 


， 或者 


Gin ( 17 , 8 ) 


『••i 



S 


質量栩 同的两个粒子（其 
中之一最初靜十.）的碰撞特別簡單。这时不只是万点，而且/点 
也泣于固网上（圈17)。这时 

兀 — Z 




v cos -^-, r f 2 = 


2 




a ^,9； 


(1740 


必須指出，花硭掎后两粒子飞出的方向 :〖 i 成治:角 



粒子碰強 


[第四章 1 


1 ,在运动粒子％和靜止粒子雄撞后 1 試在 A 菜觥中通迓它們的搌 
角来表示它們的速度， ' 

解：由睡 1 G 可看出 A = i 3.0 i?.cosh 或者 

tj — 2 v-~-oos 9、， 


对于冲置 也我們 有方程 

OC^ +j?i 2 ^ 2A0 *pi co^ e : 


或者 




2 m < 

m^v 


讲 j + 帘 3 


由此 J 


(夺) 


- 1 —— cos &-i^z - s! wS — rn\ air_ 2 0- 


(当叫 > m s 时,梭号神两个符号都是可能的，而在叫> A 时,只可能是+号 K 


赛坊.粒子的散射 

在上节中已癍梏出，完全确定两粒子碰撞的結果(确定角 M 
要求考虑到粒子乜相作用的具体規择亲解运进方程。 

首先，我們按一般法則来研究一个等效的問題，这是一个質量 
芳 m 的粒子在力心(位于粒子的慣倥中心)不动的.場 i 7( r ) 中偏轉 
的問題」 

在§ 14中已經指出，粒子在中心場中的軌道，相对于通过軌 

道上离中心最近的点所作的缸綫(圈中的 0 A ) 是对称的。因龀 

•• 

軌道的两条漸近綫和迗茶克綫相交的角是一样的。如果用抑来 
表示这个角，那么由圖可見，粒子在它飞过中心附近以后的偏角是 

x = ' ^ — '2 (po \ G (1$,1) 

极据公式 0-4,7) ,抑角由下面积分来决定： 



[ S 即 







Ai 


dr 






( 16 ,^; 


这是从粒子离中心最近的 
位澱到无穷远的位置来 
取积分。必須提醒一下， 
是根号里面表迗式的 

银。 

在我們这里所討論的 
无限运动的 愦况下 ，采用 
砬子在无穷远处的速度 



L 和所謂“瞄准距离、 ^ ^ 


来代替常覺 E 和好特別方便。“瞄准距离”是从中 心向匕 方向 
所 引爭商 綫的長度，亦卽这样的趼离，如果力場不存在，則粒子以 
这样的距离从中心旁边經玆=能最和矩按照下列式子逋迓这两个 


緣表示: 


E 


7flV^ 



而公式(18, 2) 采取 



(18,3) 

(1S ， 4) 


的形式。它与 （18 一起來决定7对 P 的依賴关系。 

在物理运用中一般必須遇到的不是一个粒子的偏离，而是落 
向散射中心的有相同連度的全同粒子所組成的整个粒子索的散 
射.在束内不同的粒子有着不同的“瞄准距离”，因而相应地也以 
不同的角度/散射。我們用表示萆位时間内祐 z 和; f + A 角 





度内所散射的粒子数。迖一数尚木身不便于描述散射过程的特 
性，因力 沱诙賴 子入射粒子朿的说度 C 与密度成正比)。所以我們 
引入突系式 . 

d < r =-^, flS ,6) 

n 

其中 n 是在單位时冏内逋过垂赶于束的單位截面积的粒子数（当 
然，我們假定粒子鬼從白己的整个截面上是均勻的)。迖个比率有 
面积的因次 ，祢 为散射的有效截面。它完全由散射場的形式所决 
定，是欺射技程的一个重要特性。 

如果散射角是瞄榧距离之單調下降 菌数 ，則 Z 和 P 間的关系 
是互负眾値的。在这样的情呪下，在角区間: e 和 z + dz 内散射的 
只是其瞄准距离孩一定的区間 pU ) 和 〆 0 +办 ( z ) 內的粒子。这 
种粒子的数卜 I 等千 R 与半徑力 P 和咖的两圓周間环形面积的 
乘积，卽 如 川。所以有效截面为 

dcr = 2 ^pdp c (18 j 6) 

为了找到有效截面对于散射角的依賴关系，只要把此式改写 
成 

d <7 = 2^p (x) I dx 、 (18,7) 


就足够了。迖里取微商||■的賴对値是因为它可能是負値（像一 

般常有的愦呪）①。常常都是使如不爾平面角元办，而屬立体角 
元 d 。 ， 在两个張角为 Z 和 X-hdz 的圓錐体間的立体角是 


-2^ sin X dx 0 所以从 ( IS ,7) 我們有 

dcr^eizl §p d0 

sm 父办 


( IS , 8) 


:当回到幷非在不动的力的屮心而是在其他最初睜止的粒子上 


①如果函数 ^ U ) 是多砧的,那末显然应当对菡数备分枝取这类表达式的和。 

I 




[s i &] 


粒子的蝴 


粒子束散射的实転問題时 r 我們可以說公式 (18,7) 决定惯性中 
心系統內有效截面对散射角的依賴关系。力了找到实驗渚系絲内 
有奴截而对散射角的依賴关系，应当把迖公式内的 r 按照公式 
a 7,4) 通过 0 柰表示。迖时入射粒子東的散射截面的表达式 u 
逋过仏 表示)和最初靜止的粒子的表达式 a 通过匕表示)都能得 
到 0 

瞀 m 

1. 拭决定粒子在半徑为 a 的剛体球上散射(亦卽相互作用的規律为当 
r < a 时，当 时， *7=0) 

的有效截面。 

解： 因为在球外粒子自由运 
动，而进人球内一般是不可能的； 

那朿軌道由相对于逋过執道与球 
的交点所3 f 半徑对称分布的两条 
直綫組成(圖 19) e 由圖可見 

p-asm sm— ^ H 19. 

代入 us?) 或 aiw 鄞得 

^ =s ^Lsinx dx ^~do } (1) 

亦卽在^系鞔內 散射是 各向同性的。对全部立体角积分心就得到全截面 
这勾 “瞄 准面积”是小球的截面积相符合；瞄准面 积”, 是粒子要散射 
就必須射于共上的面积 D 

为了过渡到 J 系統，应根据<17, 4 )把?；通过 匕表承 出。計箅完全与 S 16 
潛題2相类似[由于公式 (17,4) 匄 (1 G ,5) 在形式上相同]。 当饥^饥 , (叫是 
粒子的 H 量，％是小球的質量)时，我們悝得到 

n 1+— g-cos 20^ --J 

2 O-i + —「-巧 ？ i 1 ^^=： 

' mi 






粒子轴楢 


C 常四聿 


^=2 x 010^^),. 如果州那末 


1 + 


is 

1 -^ in a 


: do ^ 


当= 时我們有 

d { T ± = a ^[ cow \ 

这也可直接用 X ^ 2 d t [梘 据(17, 代人 （{) 得出。 

对最初靜止的小球我們总有 ZM-29 a , 将之代人 （ 1.) 則得 

- a 3 | | do 立。 

2- 在同样的情戈下，把有效截而表为散射粒子所損失的能惫 e 的函数。 
解：粒于叫所失去的能薰与粒子叫所得到的能贵相同。桎据 ( 17 ? 0 ) 
和(17,7)有 

以 113 .卜 w 吟 


由此 ^ 0 - i 

-w 

将此式代入習題1的式门 ） 中卽得 


^^inxdXt 


■ r\ f~ 

办 =TCT 2 ——. _ ， 
f rapr 

在 6 从^到的整个区間上散射粒子按 E 值的分布是均勻的 3 

3 . 在場 r / co r - 內散射时,有效截面是如何依賴于粒子的速度〜的, 

解：极据 (10,3) ，如果位能是“ -«級的齐次函数,那末对于类似的軌 
道， p 〜 tr 2 rt 或 

P ^ vZ ^ f ( x ) 

(类似概道偏角 Z 是相同的代人 (18,6) 卽求锝 

r 

d < r ^ v ^ 4 ^ do Q 

4 . 試确定在粒孚向埸 f/= -吾之中心“降落”时的有效截面 a 
解：向中心“降落=勺是滿足条件 2a [見 ID], 亦卽其瞄准 
距离不超过的粒子。因此所求的有效哉面 




2 .Ta 

mrl 




ls m 


垃子的散射 


m 



a. 試确定粒子向球•友面降落时的有效截而,設球体(.質置为半萍为 
k ) 按+歡吸引粒子 f 筲量为叫 ）k 

解：#到球面的朵件为不等式式中 驗:: T - 碰 ! v 鸽球心 
般近的点。-的最大許可撾决定千条件 r .^, = n , 这々方程 r ^! i > ?E 或 




mw -_■ 




、 的解恩一致 的： 而自力常啟)，我們 


21^ /■■ 

坦为,幷假定 m ^由此求得 P? ]L av 后郎得 


，( 3 十替) 


山1:„—^时，自然地，有效截而趋近于球的几何截面， 

1轼按 肥检定 的有效截面对在袷定的能 I ： A 时的散射角的依賴关系反 
过来求散射場 U ( r ) 的形式,假定 U { r)^r 的單調下降函数(吸？ f 場)，而且 
zr ( 0 )> E , 「卜 ）；0(0, G , 飞尔薩夫， ■飞脱 ) 。 

解：按散射角积分咖嵌公式 

— dx ^^ P 2 (1) 

' 7： 


决定出 “瞄准 距离”的平方，因而两数 p(w [以及 /(/>)] 也对者作是袷定的。 
51入符号 









这时把公式 ash ( w ;3) 写成 



jr-X ( 汰 ) 
~2 ~ 


粒子礎雒 


四傘 ] 


一 u ， ⑴ 

式屮4是方程如 3 ㈤ ） - s =- o 的锒 Q 

方程 （ 3 ) 是函数 u ， ⑷的积分方程，它可以用类似于 S 12中所应用的方 
法东解。将 （ 3 ) 的两攰都除以幷对办 M 零到 a 积分，却可找到 

fa dx fa r ^ ir'j 

Jo ^ Vot—^ JcJt \/ (戈 W —s a ) (a—o 


d 吕 dt 

\/(xiv^^s A ) (a^x) 


n: 


r * t ( a ) (2 g 


Jc Jt(i t > v ( 工 ^ 一 3 3 ) <a — 怎） Jft w ’ 

用分部积分法积分等式左边,上式变为 

把巳得的突系式对 a 微分，然后将&⑷簡写为 h 与此相应将 G 換成# 

W 1 

将等式写成微分形式，則得到 

xd (id - ) J : -4==-™：^ 


\^v/Jo / -s» * 

小通-欠 

这方程可直接积分，而且在右功应当改变对办和对 d 积分的順序 3 考 

_当化0〈卽 r — ~)时应当有切=1 (茚 f 7 = 0)， 幷换回原始的变量 r 和 
Pt 則得到(两个等效形式的)最終的結果： 


啡卜丄广 ar g <； h -/--4 X ^}-expUr - / ^物 } 

I -T JrtC rv ； dfi J [3 CJr ^\/ p ^— T - U^f 


(4) 


对于一切卽在具有給定能贵 J ? 的散射粒子实际上所通迓的7的区 
間內,这一公式以不明显的形式决定函数关系出卜)[因而也夾定 [7( r )] 0 


§19 盧瑟福公式 

前面所得公式尚莆要应用之一乃是硏究带电粒子在庫倫場内 
的散射。 




W 19 




拓 U \ 4 ) 中职設 t / = f ， 迸行鲔單的积分,我們賠得到 


咖 .__:…^^ ■■ 

V x+ (-^ 


由此 






按 U7，l) 引入 < Pf ^ X '， 則上 式戒为 


p a _ _ m 

- -^ fi f.CT^ - •• 

mrvL J 


{19 A 


对 Z 來微分此式幷代入 (18,7) 成者 (1S,S」 ，我們使得剑 


ir ( —巧 、 ） 
、 mmJ 


y 

cos 方 




㈤ ， 


或者 


y ^(--^- 

\ 2 mv: 


sin 』- g - 
2 


(^ M ) 


迖就是所謂廬费顆公式。应該指出，有效截面不依賴于*的 符号， 
因而，所得的結果相对于斥力或引力的庫倫場而言都一样。 

公式(19, 3) 給出在相互碰 搰的垃 〒的慣性中心泠靜止的針算 
系統中的有效截面 3 依靠公式 (17 ， 4) 可以进行到实驗室坐;系的 
变換。 对于原先靜止的粒子，将 n -2 A 代入(19,2)，我們便 
得到 _ 


^ ^ H^：y ^：： ^ ^ v da 


I ■ —b . _ . ■ 


(19,4) 


m 对千入射粒子來說，变捭在一般的愦祝下会导出龙常复杂的公 
式。我們 M 指出两个特殊的惝叹 ： 
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粒 子艤撞 


mmm 


如果散射粒子的質量較之被散射粒子的質 量饥! 大很多， 
那么所以 


^i = 




(19, 6) 


式中 M t - r ； i ^ 是人 射粒子的能量 c 

如果两种粒子的質量相等 ( m L = m 2 , m 往 那么按照 

(17,9)， 'd 代人 (19,2) 卽得 



CQ^^! 
sin 3 $1 



coa^i 

sin 4 ^! 


doio 


(19,6) 


如果两种粒子不仅質量相等，而且这些粒子完全相同，那么在散射 
后把原来运动着的粒子和原来是靜止的粒子区別开就沒有意义 
了。把和相加再把&和&換成共同的値之我們就得到 
所有粒子的共同有效截面 


d<J ^ i'w ) （19 ’ 7) 


我《再重新回到普通的公式 （19,2), 用它来确定散射粒子按 
1失能置的分配，这些能量是由于適撗而为散射粒子所失掉的。 
在被散射粒子質量 W 和散射粒子質量 m a 之間任意 比例的 愦況 
下，散射粒子所获得的速度在 K 系統中通 g 散射角表示芳 



2m 


怖1+饥 a 


» sin^ 


[見(17,5)]。相应地，这粒子所获得的也就是粒子心所先去的能 
量等于 


— 


2 m 2 


2 


vl sin £ 吾 


从迖里用 s 来表 sin-| 苒代入 CUM) ，我們便得到 



L% 


盧 弦粒公式 


7t 


do r — 2^ 


v,e 




淺其确炤笤效截面作劳损先能的函数时，迗公式回答所提出的 

Or/r-j ^.|) - ^， 

間題；撗先能甭荏 这犄％ 下可以钉从堪到^- -- 的一切值：. 

丁仏2 




習 M 


a 


試求在 TJ 二 7 ( a > 0 ) 的場內散射的有效截面 


•9 


解：偏 ft 




1- 


2a 


徽觀 


■> m - p ^ v；i 

7 2x^c f ,t — ^ do 

^ ㉞ • 硕二 ㊉ 一 ㈤ 。 


二' 誠求被 半徑力 1 和“深度”为 G 妁球潑位能阱 I :卽 d r>a 时埸 
当时 - t / c ) 散射的苟玫截而。 

解：当粒子进入位 ^ 阱和从位能阱中出來妁时候;它的直綫軌道就被 
“ 折射 ” 了。按照附于 S 7 的習题，人射角 a 和折射汽^躕 £1) 由以下劳系式 
相耽系着： 


圖 1 


s:n a 
sin H 


:- 3 / , r. 


Y m v ] 




mu ' ⑽一 闪此背 





•SHL 


i) 




o , 卜枳 


可 


从这 个等式以及由圖上明 M 可見的足系式 


a s\ 


fi 


屮捎去 A 我們就得到 P 和 X 之問的关系力 


N* Sir ：- 




X 

2 


-M — 2^ oos -^ 


最微分这笠式 3 我們便锝到夯效截面 


{JiT^ - 


㈣ 卜⑽; 1)( 一⑻ I ) 心 


^1 


-1 +K 2 —」 :i 


CW . 


X 

2 


[ 第叫审 ] 


角 X 变化的 区間避从零 d P = l >; 到 :( t . fl …:3 P = 幻， 由下式 确定: 


< x 卜■:-: 1 ；^ 


由沿皤錐 ZSXxuu 內全部角 度对心 的积分所得到的全有效截面，自然等 
卜几何截而的面积， 


5 20 . 微偏角散射 

妊果研究 M 是在很大瞄准距离上的碰撺，那里場 V 是很弱 
的,因而偏角相应地也是很微小的，則有效截圆的計算大大地簡 
化。这时訐算可以立刻穿实驗室計算系統里进行，而不引入惯性 
中心系 統^> 

选擇^軸沿被散射粒子 t 粒子吨)最初的冲量方向，而逸擇甲 

h 

如邶在散射平面内。用私来表示散射后粒子的冲量，我們有显 
而易見的等式 



对于微小偏离的情汍可以近似地 m 4来代替 dn 仏，而在分母中 
用起始冲量货来代将 〆 :， 則有 


u %」 微減角仅射 了 

(20,1) 

. • 


(20,2! 


旣然（20,2;的积分 a 經^有小量匕那么在訃算吋以同样的 
近似可以認为粒子完全不偏离 n 己起初的路徑，就是說作勻速 
(以速度 D 直綫(沿直綫运动：和这些相适应我們假設在 




V 


w u y , 


-1 i : 次，旣然 k = 那么沿 夕軸 冲切的总的增鼍为 


'\y 


r dt . 


R 时力 


F 


y 


au 


dU 3 ， dU y 
dr dy dr r 


( Mh 2 ) 中 

千是得到 



最后，我們把对咖 T 的积分轉換为对心的积分，旣然对于商 
綫铬徑 F = 那么鸽$从-%变到 + m 时 J 就从如变到 

/>,然而乂从/>变到因此对心妁积分就轉变为对办从 P 到》 

的积分的两愔，而[〖.士被代換如 T : r 

rdr 

\J r “ 一 fr ■ 


对于散射角 (20,1) 我們最后得到以下的表达 式®: 


2p p h dU dr 

〜一；氣 U 心 Tjw ， 




此式卽确定在微小偏离情况下所要求的札对^的农賴哭系散 


m 如呆进行在憤性中心系铳中所述的仝部椎分，抓我 m 对于 z 将得到苘样的农 
达式，而 u 化铍川代铎，这是和下列奉文 相适佐 的:微小角心和;;应該按(打， v 以乂 1 
系 A 
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粒子豳锺 


[第叫卑] 


射的有效截面(在^系統里)按照和 at s) (其中以^代替 ；o 同样 
的 公式呵 求得，而 sin 仏在这里同样可 以用么 来代替： 


do ^ | [ ^&^-do l0 (20,4) 

•• 

習 題 

1 - m 公式 as ，) 推出公式( 2 ~ 3 )。 

解：为了在 T 面飭遯免份發散积分，我們把公式 ( is , 4 > 写成 

_ a r ;; /. f ^ 2 u , 

即」「心， mvz 


而且我們写大的有跟的盘七作为上限是想以后过渡到極限 B ^ oo 。由于 E ； 
很小，我 們把 棂号按 i 7 的方次展开，而 r ffi 5 n 近 似地用 ^亲代眷： 


■Po = 



色 
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& r - 

^ p } f > 


U(r)dr 


在过渡到極限以后，第一个积分等于 I , 預先分部地改变一下第二項 
积分,我們就得到和公式 (20,3) 等效的表达式 





4 — & 犯 

ra* W 9% 9 

■ W 三 dr - 


2p ^dU _ dr__ 
mv^ . p dir 


求在 心場内 微偏角散射的有效截面。 
解：按照 ( so , 3 ) 式我們符 

2 ㈣ ，； dr 

厂 J p i — ^ * 

施耵代換积分遂变为欧勒积分，通过 r 函数來表示，則 






r\ 


rt + l 


) 


从这里通过 h 来表示 6 再代人 (20,4) 內我們便得韵 J 


l . ^ ^ \ ， fl ； ri ^」 


V s ⑽卹 • 





第五章微振动 


^1- —維自由振动 

很常兑的一种力学体系的趟炎型是体系在龙稳定平術位置 
周園进行的所諧薇裉动。我們从休系只有一个 N 由度的极簡眾的 
•條呪7 f 都來硏究这抶 运勐」 

体系位能具有最小値时的位篮对土于稳定平衡，对这个 
G 置的偏莴就引起力悶使体系返冋原状态的力 dt // 却。我們用 
Vn 来表示广义哗卜-術位设的値， 在对中 衡位設的偏离为很小 
的愦哫下，将楚 Uiq ) •- 按 q - q ^ 的方次来展开所獅展开 
式中保瑠不力游的節--項就 LI 經足够了。在一般情況下，鄉:二 
次方的項 ^ 

u w -u W o)^^{g-q^, 

式中女是正系数[二次苛数 d . f 在时之値 L 以后我們計 
剪:泣 能将从$的最小値览起!:卽歡 U ( qo )- 0 ], 引入 

，Ho 01 ， 1) 

灰示屯标对平衡位置値的儸葆 '• 这桴一苯， • 

⑴泊 :' 手。 (21,2) 

j 

H 有一个 M 由度的体系的动能在一般惜况下是 

] 1 . 

■ L , c . a '-' 

， ■■ __ 

在冏样的 ii 似诸祝下，对子咖数我們簡 以沱在 q = q , 时的缸 
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[ 销五家 


来代钱就可以了：为了館單起見，引人記号 ® 

舍 

，■八和 ） ---m , 

我們庾得到做一維微振劫的体系⑧的拉格朗曰函数表示式： 

C 21 A ) 
(•2 H . 


(2 M ) 

綫性微分方程 （21,5) 的两个独立解楚 cos W 和 9in^, 所以它的 


普遍解是 




cos oA 4-c^siiico/, 

, (21,7) 

这个表达式也可以写成 



X 

' — aco ^{ o>t +a) ■' 

， ^1,8) 

抚然 coff(aj£ + at) =coact>^c 

ms a — sin sin a. 

那么和 （21，7) 比校祝 


表明，任意常数《和 a 与常数 Q 和 4 由下列关系式联系： . 

a = \] Ci +c：' , tga^ —— 

可見，体系在稳定平稳位置附近作諧和振劫 3 在\210)中周 
期性因子前的系数〃称兔振劲的振幅，而余弦的幅角称为振动的 

I 

位相，《是位相的初値， t 显然依賴于时間計算起点的选擇。景如 
称为振动的循环霣牵，不过在现論物理中通常簡称沱为頻率，我們 
以后也將这样餘它。 

頻宇是和运动起始条件无突的抿动的基本牿征量,，按公式 

I I 1 ^— ■■ I I I—■ I 1、 ..^ 義 ■ ■ j J 

m 然而我捫着_出，只有#^是料子的筘卡尔坐标时 ，数* 州才和霣最相合 u 
⑧这柞的体系常常称为一嬝振子* 


L — 


rai - 


IcT ? 


2 


对应于这个函数的运动方程免 

■ I 

o + ^ = 0， 


或者 


这 M 我們采用了記号 


^0, 


m 



1 % iii ： 


一維白由振动 


7T 


(21,6) 沱完 全由力学体系 本身的 牷質所决定，徂是应該指出，娀 
率的迖个性質，是和我們預先假定的振动的微弱性相联系的 ，苎 
提高近似程度时,迖个性質就+存在了,从数字观点上来莉,頻难 
的这个性質是和位能对沌标的二次両数关系相联系的①。 

作微振动的体系的能量足 






2 


{. -h oy ^ a ^) 


把121，8)代入此式: 


rtu^a 


(21 J 0) 


能货和振幅的平方成正比， 

振动体系的粜标对时間的诙赖关系表先下面复数表示式的实 
数部分往往比校方便： 


览中4是笪常数，如粜把它与成 

則我們又冋到式 (21,8) 7 ,常数』称为复数振幅，它的；数就是 
通常的振幅，而幅角就是初相。 

" 在数#上，对指数闵子进行运箅比对三角函数因子迸行运算 
更簡眾，因先对前者微分幷不改变它們的形式。3我們只进行綫 
性 g 亞(相力卩、乘以常系数、微分、积分)时，一般可以不写出蔑取实 
数邡分的記兮,而只荏最后的計算結果中取实数部分。 


習題 

h 試用平标和速度的起始临 4 和々 表示振动的振幅和初相。 



① 如果 M 数 r ⑺在 mo 姓是数曼较瓦莴的择小値，卽 U^ t n > 2 、見 
贺組\ Q ， 那么锊抆有这科性質了。 







[铒五単 } 


2- 求由不同同位素原级成的双原 了■分了 韻动頰率〜和分的比 

値，設原子的質逼:分別等于 ㈣ 7 4。 ^ 

解：旣:卻也也素的原子以同祥方式相互作用，所以 L = 折合質量則 

起在分子动能电的系数 m 的作用 m^.mm gji , ⑴求得 


ru^i7^(m\ -J- m^*) 


a ) 


,« (mi + 7710 。 

試求能够沿直綫运动幷固定在弹笾一端的質点扳动的頻率。設質点 
的質量为％彈笑的哭一端固定于距离直綫力 I 的焱点 （蹦 22)。彈寶畏度 
为 Z 时承受力 F 。 ^ 

解：弹簧的位能（准碉到更商紋的小量）等于力 dl : 彈赞的伸長5“ 

当欠时， 

— I • . _ ^,1^1 

--，<亏厂， 

所以 i 7 = 〜 Y 2 Z • 旣然动能是-^- 7 因此 . 


.0) 


V 


F 




㈤ 匕、 ， 

4 .间-卜:題 7 設質点 w 沿着十扠为 r 的龆周运动(圖 23) a 
解：在这祁情況下，彈笼的伸長(当 ■时） 

S/ = V r 2 十 （} + r) 2 — 2r (l + A) co"s^? -1^ SS^ 


淡能 T ^ l ^ rV . 由此賴率 




t.}> ™ 


Fir -hf.) 
rim - 




U 






5. 

平方 U 


j ■ 扦 ‘ 


試求圖 2 所示的眾摆拫动的頻 4 b 設眾摆的惡点(有贫置叫)可絲 
U 5 动， . 

当时， a \ u.i 适 m 3…所得到 A 公式，我們叮以求得 


VI 0 




fr ^L ^ 


由此 


i7 〔 •}?%+ nl ^) 


LlV 


_m- t 


G . 匕知沿曲綫 (在 重力場内）技动时，頻_和振幅龙关，試求該曲綫之飛 


状 


解：这样的幽鏹将能滿足所2出的笨件，如思沿該兜錢廷动質点的位 
能是 U 沪/2,式中 s 舰 平鲔位 置算起的觀 a 往笾种情呪下动能左: 
T =-- jn ^/2 (^■是質点的質量 A 振纖牵是 ^= s / J 7?^ 它将不饺賴于$的初 

値。 

侣在设力塭内 U ^ may , 式中?/足竪直钷标。因此荷 W/2 = m 卯或 


，广■矿、 

另一方 M, 賊；…+呼， 由 ji 七 

'曜-入， — 



_ • __ ••• •■ 
况 y 




倾換 


fT 


"二 H (1-C03 i) 


后，积分很容易进行。这时我們可得到 


4/^ 


- ( 石 +dn;) 


这两个等式以参数形式确定我們所要求的曲綫，这曲綫乃是旋輪綫。 


§ S2 . 强逍振动 

■ 

我們現在栾研究受茗种可变外場作用的体系弘的振动，为了 
区別于我們荏前一节所研究过的所謂自由振遏 ， 这种振劲称为强 
铤振动。旣然仍旧碳定扳动是微弱的，闵 m 也就葸哚着，外場同祥 
媞十分弱的，不然它将引起过大的位栘$, 



• - __.■- S.- — •- ••― -~ 1 * _ ^ .. ~ "■■■ 

在 Jit 情況下，除了固有 t 能外，体系述具有和外場作用 
相联系的位能 U e (^, t ) a 把这补充項按微小的 i 次展成轶数 


則得 


1 /^ 兰 [7 八0, 0屮《 


eu , 

3 x 


o 



第一項只是时間的函数，所以在拉格朗日函数中迖項可以略去〔作 
为另外某一时間的调数对时間的全微商)。在第二項中，& 


是作用在处于平衡位骰的体系上的外“力”，也是給定的时間的齒 
数， 我們把 沱表为这样，在位能里就出現一項 一 w ⑷，闵 
而俘系的拉格朗日函数是 


J 卢 


对应的运逊方程是 


mx 




2 2 




mx + kx = F if ) 


威 


龙 += -- F ( t ) ， 
r;t 


蹲 ， D 


( 22 , 2 ) 


迖_ : ，我們再次引入了自由振功的绩率 

大家知道，#齐次常系数綫性微分方程的一般解是两个表达 
式的和：无=义。屮办， 其中心 是齐次方程式的一般解，而而是非齐 
次方程式的特殊积分。在我們現在的情況下，<就是在前节 MB 
經研究过的自由振劲。 

我們来研究特別有益的一种愦況，就是当强迨力也是 il - 有某 
神類率7的簡眾的时間的周期函数： ' 

F ⑺ =/ cos ( W +3 ) d v ^.3) 

我們來寻找形如^ = 6⑽ W + jS ) 的方程 (22,2) 的待殊积分，包 
具有同样的周期性因子，代人方程便得到 6 = //_ m ( o * 3 — ，），再 
加上齐次方程式的解，我們便得到俜遍积分沟 



[ S 切 


强迫捩动 



x^a cos(ojf+a) +- i 一一 , '(22,4) 

•、 - r / iiro ^— y - 1 ) • 

仟意常数《和《甴起始条件决定 

甴此可見 ，在周 期性的强迫力作用下，体系的运动是两个振动 
的合成，一个振动的頻率是体系的固有頻率 C 0, 而另一个振动的 M 
率诘 强迫力的頻串7: 

解 (22,4) 不适用于所謂共振的情況，典振时强逍力的頻率和 
体系的固有頻率相同。力了求得在迖种愦況下运幼方程的一般 
解，我們钯式(四，4)改写如下 (其中 常数的表示法部經过适当改 


变〖： 

f , ^ 

x = Or cosUoi - i - a ) 4- 厂-全 - ^ ^ 

3 y — > oj 时第二項就戒光形如 ( VO 的不定式.按拉比迖法則来定 
这个不圮式，我們得到 


cos(oW + a ) 



2 mo > 




( 22 , 5 ) 


iii 此可見，在與振的愴况 T 振动的振幅随时間綫性地墦大(直 
到板劫不再是微弱的，而上述一切理論 LL 不再适用时为止 h 

我們再来研究当 i 接近典振时，卽当 + 5 U (其中 s 是一 
个小量)微振动的愦形怎样 V 用复数形式把一般解表芳 

疋―+.仏 £: ^. a = (22,6) 

因为摄 A + ^ 在囡子的周期加 w 时間内改变 很小， 所以 
祁儿振附近的运动可以涝作微振动，仴板幅要汝变①。 

m o 表示振蝠，我們有 

* O - ：^ + Be ii： 

把4和打分別表为和 be -\ 我捫便得到 

tr = a lj i-h - - 1 - 'lab cos C et4- t iJ } — a、..) (22,7) 

①据 M 相里的“不究”項立:强改货 a * 



« r - — g.-f T . . . •*•••._ --- - - 1 * ■ -- - - - 

由此可見，振幅以頻率$周期性地变劝于二个界限之間： 

； d — b | ^ c ■■>.- 打午石 。 


这現象名力拍 


在强迨力 邮 泠任盘的愦况下，可以在一般形式下积分运动 
方程(22, 2) 。这很容舄做到，如果預先把它改写为 


d 

dt 


= h _ 


或 


# 


(22,8) 

迖里引入了复量 

% 

(22,9) 


方程 (22,8) 已經不是二阶而是一阶的了。如果沒有右迖部分的 
話，沱的解則是 卜 其中 >4是常数。根据一般規則，我們寻 
找形如的非齐次方程的解，而且对函数』 （0 我們得到 
- 方程 

細 力' f ) e 七、 ■ . 

积分肫方程，我們便得到方程 (22 ， 9) 的解为 

卜一 K f - 1 . f ⑺ dt + f 』 ， (22,10) 

Uo m > 

这 里积分 常数&选襌成 f 在时間 t=o 时的値，这就是所要找的 
一般解，面数^ 00 由式 ( M , 10 ) 的虛数部分(除以“)給出 ® 。 

作强迫拫动的体系的能蓮:浩然不守恒,体系靠外力源得到能 
董。假設起始能量等于零 ，我 們来啦在力作用的整个时間(从 - 〜 
到 + oo ) 內伴系得到的总能量。.根据公式 （22,10) [积分下限的零 
代以一 W ， 赶 f -0] , ^ / > co 时我們得到 


® 这时，力 ^(0 3 然应訣 1 成究数形式 c 





㈣ 〜去广 _ 


^ 一方 H 体系的能 贷本身 的下式給出: 


将# ㈣ 广代入此式,我柄便得到所要求的能量妊移为 

2 m -— 


( 22 , 11 ) 


,2^,12) 


i £\ h~Jj F 、 t ) 的其頻率等于体系冏有頻率的傅立叶分量的模量的 
牛方所决定， 

特別足，如晃外力只在很短的时間間隔（和1 ^>相較很小）内 
作用.那未可以讓迖时 

心 ‘CL _ dt h 

迖結裉是 M 就很淸楚的了 ：它木身表示迖样一个事纯，卽短促时間 

的力給体系的冲最 \^ dt 来不及在这段时間肉屮起可觉察的位栘。 

■ 


1 g 对下列各神情况求在力 F ⑴影响下体荛的强迫振动，假設在开始 
財刻体系靜止在 卒衡位 置上 CpO , i - 0 ) o 
■^) /■= 常数 

答：^ = 恒力的阼月 I 使栉板动所閥綽的平衡位遒移动。 

■: fO F ^ at . 0 

d k 1 

答： . J - — —— 、- (W — dii d) * 


viO F = F c e ^ 0 


答： 


- _. - _ .( 亡广 

m (( xj ^ + a 2 ) V 


c.o^ d 十 ---si 


v } / ■’二 txis ： [e 广 t 








[爾五聿 i 


答： 




ni 


{■^P —ot s -hB a ).sm o)l 十 f “[(at 3 十 a) — 谷 3 )cos — 2alSn fii~ 


(在求解的过程中把力 Tf 成复数形式垃較方便 h 

2- 有一外力，其变化規律是当工<0时 F = :当 0<t<r 时 F = F 0 t/2V 
涪卜 T 时 F = A (圈 24), 試求經此力作用后体系振动的最后的振幅，在咏 
Mt ^ 9 以前体系靜止在平衡位置 

解：在 0< f <2 T 的时間間隔内，滿足起始染件的振动有 

x — 0M — sin wi ) 

_ mTui 2 


的形式 •绉 时，我們来寻求有如 |形式 的解： 

x — cos ^ (i — T) +c - 2 sin — T) + 

man 

由 a 和士在： 处連嫡 的柒 ris 我們找到 

_. 厂 o 




坷时拫动的振幅 


r ; c ^^- a - co ^ T ) 


9 


j ■ ■ 


2 K 


^ sin — 


mT ^ 2 

我們指出 ，力 h “加人”敕迟（卽: T 愈大則振幅愈小 



3 -间第二題，徂是力 h 是恒定的，而且只在有限的一段时間丨内起作 

用 C 圖幻)。 

解：可以像第二題那样求得，但是应用公式 PM 0) 还崗簡萆呰。当 
时我們有園繞位置 ^-0 的自由振动，在这情况下 

^ ^ 〔1 一 c 

rr J fl Vjjfm 



^ 5 吕 til 彘庳系的抿 3 ^ 

I 

• • ^ » » » » » ... . »» » » _ • m _ , • _■ a ■ * ™ ■• « ^"™ 

按公式$ 2 =叫 i 的模数的+方蛤 m 振幅。因此我俨求巧 ■ 

l?Art ^ (oT 
ur - „ 

m(^ 1 


4. 河第 二題 ，但从 阁到的 •一 段时間内，作用力的变化规律是 mwr 
〔豳2仏 

解：用同样的方法可鉛 


a -- - 




Tm ^ 


V — M 1 .srn ⑴ T + 2 0 ” 


y R 笫二题 MSM 零到 7 = 2.(、 的一段 时間内 ，怍吊力的变 Yt ： 規律是 
⑴ ca (诞; 27) ^ 



r 



解；把 bl 

. [(t) ^b 0 ^n 以； .- 

狀(:22，10)，再 M 零到 r 积分，我們便得到 

i j ' u x 


§23. 多自由度体系的振动 

硭立具有若〒< ^个白 由度的体系的由振动的理諭类似于 
{£ § 2 t 所硏究过的一雜振动 5 。 

假設作沟广义喵标 = 2, ■，、 A 的南数的体系的位能与 

、;■，咖' 吋有最小値。引入小的位移 

V ，？厂加， (2 r ；,7) 

桉它来埏开 U ， 准确到二級，我們便得到位能力正定 二次 齐次式 








v = 




卿 V , 




这里我們計算泣能仍然从它的極小赃 汗始。 旣然系数匕和 L 在 
(23,2) 中是乘以同一显; m ， 所以显然，史們对向己的指数 柰說， 
总可以認沟是对称的，卽 ^ 


ic 

在一般愦呪下，动能具有 






的形式[見(6,6)]，假詨系数 M 的幷用表示常数如(和 ) T 
則得到动能為正.定二次齐次式 


务 1 




(兕， 3) 


系数叫/:对指数来說，也总可以認为是对称的，卽 

^iiC — ^. T ：i c- 

因此，作自由微釋动的俾系的拉格朗日函数 

1 ■ * 

乙 = 耳 2 (^a — k^XiXf,) 0 (2S^4) 

現在我們来建立运动方程式力了确定包含在运劫方程式中 
的微商，我們写出拉格朗曰函数的全微分 

orS(^^4^4- ^ k x 血广 k ilc x L d ， Xi) ( 

么 i，k 

旣然，不言而喻，总和的量不依賴于求和指标的表示法，我們在括 

号內第一項和第三項中改 i~k 而改 k 为 i ， 再與虑到系数 m ,. 4 

和屯 * 的对称性,我們便得到 

■ 

此# S (讯咖）、 

I,/: 1 

从这里可以看出， 


^,r ； t ^ 





多 ft 由峦本連的抿劢 
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因此拉格朗 H 方程为 




~r :二0 ■' 


(23,5; 


$們是 s ( i ^ l , 2,…， A 个常4啟的綫怦齐次微分方程式的方程 


組 

按照解廷些方程的一般法 M , 我們笼导求如下形式的 s 个宋 
知函数 A ⑷： 

K :— % (23,0) 

: U : 中土是幣时还未确定的某神常数-把 (2 S ，6) 代入方程〔23,6)， 
的去严后我們得到常数為庖該滿足的綫性齐次代数方程組 

( ~ --r ^ v .?-) Aj -=0 , (23,7) 

ll 

要方程組有不等于霹的解 T 它的行列式皎該等于零，卽 

— (23,8> 

方程(23, 8) 卽是所謂特聲方程，它是 W 的 s 次方程式。在一般愦 
呪下，卞有 s 个相异妁芷实椛 a = l, 2, .，+ , s (祐个別情况下， 
它們中間的若干个可以相莆:迖样确定的景％称劳体系的固有 


頌率。 


方程 (23 , S) 的裉是实数幷#适正的从物理的見解出發早就可 
以芾出了。事实上，如果 w 包士虛 数，那么就意味着在坐标办（以 
及速度 A) 对时喝依賴矢系 (23,6) 中就有按指数規律戚少或按楷 
数規体增加的因子存在。但这种因子的存在在現萑这种情況下是 
不允許的，闲芳它将引起体系总能量 E = U ^- T 陆时間改变，而这 
是違反能最守恒定律的。 

用純粹数学方法我們同样可,以确信这点。对方程(涊， 7) 乘以 

<，再按 i 求合，我捫便得到 

2( 一 A * A ,^=0 7 

v F fc 


由此 



_ ■■国 — _ _ - • 

_ ( _ - — ■ ■■—- ■ I ■ ■■■ — . •■ _ — ^ . . IIP - - 

由于系数^和脚的 实数性 和对称秦这个表达式的分子和分母 
中的二次式是实数， 事实上- 


(l：haU，T ^ k ik ^：At c 

^ i,k fr \' - < A d 

本質上它們又都是正値，因此 OS 也是正的V。 

I 

求得頻率后，把史們全部代入方程（邸， 7), 可以求得相对 
应的系数」&之値。如果特征方程所有的极都不相同，那么，如所 
周知，系数 A 和行列式 (23，S) 的子行刿式成正比，在其中 w 被栩 
应的値所代替。我們将用柬表示这些子行列式， 因此 ，敵 
分方程組(23,的的特解为 • 

%产 

式中仏是任意的(芨〕常 - 
所有 s 个特解的和給出一般解。轉到实数部分，把$写为 

1 ^ = Be|^ J 卜:享 H (23,6) 

这里我們引入了符母 * 

e a = \ ie { C a ^} c (23,10) 

由此可見 ，体 系每个_坐标按时間的变化仍是 s 个簡單的周期 
性振动 免為 ，…，&、 的合成, 迖些报动有任意的振幅和位相，但 
是有完全破 I 定的頻率。 * ' 

很自然地会提出疑問，能否把广义银，选擇得來，使卞們中間 
的每一个坐标只进行簡單的振劫呢？ 一般程分(23,9)的形式本身 
指出了解决迖問題的道路。 


O 系数所构成的二次齐次式的 iE 隹性，可从它捫的在(23, 2) 中对变数的实 
数®的定义中肴出。俎是把复 S A 埯成明显的辩式 q +“， 那我們愤得到(又是由 


于 h 的对称住} . 

邮两 个正定齐次式之和。 


n 2 ^] * 多內 由度汴 . 系 A 饭劝 .料 

¥实上，把（23，妁的 s 个关系式费作$个未知蛩色 mim 
紕，^了这个方程組后，我們可以用坐标巧，心，… ，心 来表达货 
仏，叹 M …，叹。囚此这些最可以看作新的广义坐标 .： 这些坐 
标称泠簡正逛杨（或主要礙転 n 而它們所进行的簡單周勘性的枳 
动叫倘〔体系的簡正扳动。 

从簡正艰标的定义里可以很明昆地軒出，簡正粜标滿足方程 

9^ o 40^ = O , (2 m 

这 就意哝着，在簡 正來标 里运动方程被分成为$个相厅_独立的方 

程。铞个鲔正雄标的加速度只依賴千迖个啖标的値，同时韻芫全 

确定它对时間的依賴荧系，只諧耍知遺它的初値以及相应于此初 

植的速度。換句詰，證，怀系的簡正振动完全是独立的。 

从上述 可見, 拍 箝芷难 标所表芣的拉格朗日函数化芳許多表 

述式的和，而每一 1、表迖式都时应赛珩率为某一从、的一雜板动、 

卽有如下形式： 

■. 

HL A 


式中 Ma 楚一些正的常数 b 从数孕覌点來遇这就: a 味着，变換 
(加， U ) 同时:把二个二次式[动能(妇，⑴和位能 （23,2)] 化成了对祚 
的形式:、 一 

X 

一般簡正肀転是这样逸擇的*就是使界在拉格朗 H I 與数里速 
度中方的系數等 T 1 」 负此 ， m 下列$式决定滯正％転(現在我們 
用 W 表示它們)就行了： . 



(邸，切 


备 $ 味 — 

、 # 

$ 特怔方程式的根黾有 ▲根的 时從 ，所有以上 的講述改变很 
少。运动方程的积分底一般形式 （2^9) _ (2340) 是一栉的(有同 


桿妁項数 s ) 、沒列仅仅在于相应于重轉铒率的系数锊不迂 



如 檢®劢 [ 節五萆] 

、 __ . _ 

子行列式了,大家知道,这些子行列式在迖情況下等于零①。 

对应着一个重叠(或称退化)頻率,有多少个不同的簡正坐标， 
重叠度就是多少。但是这些簡芷坐标的迭擇不是單値的 3 旣然具 
有相同叫的簡正坐标以經同样改 ㈤ 过的 S 您同2级的形式包 
-含在动能和位能中，因此可以对它們进行慄持平方和不变的任意 


綫性变換。 、 - 

对处于不变外場里一个質点的三維振劫采說.，很容易求得它 
的簡正嚷転。把笛卡尔坐标系的原点放夜位能 U ( x , p , Q 最小觫 
的一点上，我們得到 A A S 諸变董的二次式形式的位能，而动能 



( R+f + 



(W 是粒子的質量)不依賴于坐标軸方向的选擇。囡此只須适当地 
轉劫坐标軸便可把位能化力对角形式。迖时 , 

£ ="(兄 £ + 3^ + 9)-备(糸；^+^^+系 a ^ 2 ) ，（23, 14) 

词时沿軸 A % 2 ^振动仍是主要的，幷具有頦率 



在中心对称場的特殊愦況下 ad = ls z = h ， C7 -^/ 2 ), 这三个 

V 

頻率相同(見習題 3 )。 

应用簡正坐标能使多自由度体系强迫振动的間題化成一維強 
适振动的問題。在考虑到作用于体系上的可变外力时，体系的拉 

_ S — ^ • 

格朗日函数有如下形式： 

. L ~ - F ^ ( t ^) x ^ (23, 15) 

其中為是自由振劲的拉格朗13函数。引入簡正坐标茏代替坐标 

I 

办，我們便得到 


o 从不存在笪顼率 t 苦則，将逮反能盘守恒定律）这间一物理見解出發 ，设 而具 
見，在一松积分 B , 除时間的指数尚数的园子以外，綱数 ® 子的《現也是不可能的。 




ts 23 ] 


多自由度体系的振勐 
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这里采用了符号 


^ js ^ 


似卜 ㈣ )w 


相应的运通方程式 
将只含一个未知函数 QAt ) 0 


(23,16) 


(23,17) 


習 題 


試确定两个自由度体系的振动，設它的拉格朗曰函数为 


C 0： 


L = --(x^+^) — y■■(J 十的 十 ㈣ 

消调个囚有頻串为叫的相同的一維体系以相互作用⑽ J 联系起东) 
解： 运动方程 


C 


x-bi4x^ay t H 十碎 !/= 议工 0 

施行代換 ㈣ e ) 可得 

卜 — 巧 =0 ^。 ( 1 ) 

特钲方程是 ( 4 — 的 2 = A 由此， 

■- ^ ^ o 

方程 （1) 当 ㈣ ^时給出 A . 产 Jj ， 而当 a >-^ 3 吋給出 A 产 一 A " 因此 


x 




f J = —/--^ 


V /2 


:仏一 A ) 


(^^ ： 2 -对应正 文中所 指出的 簡正坐 标的規一划因数 
当(卽联菜很弱>时我們有 

4 = 叫一导，兰叫 + 音。 

在这愤况下^和 y 的变动仍是两个頻率相近的振劫底合成，郎具有 拍的性 
質，井盅抽頻为叫-叫(見 5 22) Q 同时，当坐転3的振幅經过最大値的时 
M , 少标 y 的振幅經过最小侦，反之亦然。 

1 试确 定乎而双摆的微振动(圖 

M : 在 K 』 習題」中所求得的微振动（朽《1,妁《1)的拉格朗日函数取 
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如下形式： L 

K 

人： _^：1^^2狀十，耶 七 >W 扣 2 — ^J - 1 — - ^ 9^ *■ 

轾动方程式为 1 


(?n ! *f wfj) ?+ yp a + 0 〜 + w s ) 分％ = 0 ， 

Wi + Wa + 1 ⑽ a 

在施行代換 (23,6) 以后方程变为 

( 价 i + 叫） （ £A—QW) —= 

. — ^^cti 3 («T — I^ j ^) ^0 ^ 

特征方程式的极为 

. • 
^ ^ L + Wis) ( / l + ~) 士 

土 %/">H 孚 …[(叫 '^ 2 ^i+hy i 二 

当 t?H— oc 时頻串趋向于棰限和 ^ 9 /hf 它們相当于两不摆的独立擬 

动 e 、 ■- 

3. 、試求在中心場-內粒子运动(卽所_空間振子)的 軚道。 

解：正像在所有中心場內一样，运动是在一个平面上进行的/我們选擇 
这个平面作为 h !/平面 1 毎个垡紜 A V的变动是有相同頻率 c^sA» 
簡萆振动： 

X 

rr^=C i O ^{ fi ) t + a ) , t/M b CO &( 6 Jrf + 3 ) 

或者 . 

a cos 炉 , y ^=h cos(^H-S) =h oos & 少 〜 b sin 3 ^!n 


这里采 / B 了記兮 9 =以+这，由此确定代 W 和咖申，幷作成它們的 
平方和,我 f 得到粘道方程 ， 、 




-it eosS = siii3 0 


b ^ ah 


这是中心在绝标原点的楠傾©。当 8 = 0 或者 7 T 时軌道蜣化为一段直綫 4 


§ S 4 -分子振动 

如果我們所討論妁是有招瓦作:用侣不位于外場中的粒子伟 

①在位能 U ^ hr \^ 妁中心里?}运动栢期合曲择进行,这 一老实 已絰在§ 14中 
S 到锌了。 
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I 

系，那么幷荠它的全部3由度都灯氓动的特性 。 分子乃是迖种体 
系的與型例子。除了吩子在分子内$們的平衡位置附近振别外， 
分子 M # 迹町以平动和轉动。 、 

平移对应着三个自甴度 ： 在一跋愦況下，轉动自由度 有同样 
的数目，所以存，原子分子底如个自由度中典有^ — 6个相应于 
振动的运动 。 有些分子是例舛 ， 在这些分子里所有的原子沿一魟 
熳排列着。旣然講圍繞迖一直棧轉动沒有窓义，那在迖种愦说下 
轉劫的自由度只有两个，因此振动的日由度有枷一 5个。 

茌解关于分子振动的力学問題时，最好 一开％ 就把移动和轉 
动的自由度盘于研究范阑之外， 

为了除去移动，就必須越为分子的总冲量等于零。旣然这条 
件意味着分子的慣性中心不动 ， 闶此可以把它表芳慣性中心三个 
嚷标不 变底形式。設(其中 r aa 适第《个原子的諍止 
¥衡位置底向徑,而 h 是对■迖位谓:的偏离），則我仍可把条件 

2他 〆 广常先 E ‘ m a r 冰 

表为 '、 

^ 训 dK =0 & (24 , 1) 

、 分了要除去分子的轉动，泣該浊它的总冲發矩等因为 
矩不是哪一 ^标函数对时間妁全微商，所以消失的备件一艘来 

I 

講不 坷能 用哪一个衙数1于容的形式来表示' 钽逛弱振魂拾好是 
一个例外。事实上若再次設 G +仏，同时略去不計位移队 
的二极小量，則我們可表分子的动 ® 矩为 

览 = 2 州 s m a [r c0 tt c ] =： ~^^7rb a [r fi0 «f 山 

因此，葙这种近似愦况下， t 消失的涤袢可以表为 

i ⑺ a [#* = 0 (34* 2} 

^ 这时坐标的原点可以忏意选擇)。 
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癱振动 


I ：鮮車1 


分子簡正振劲可以基于与原子(在平銜位置上)在分子内对称 
排列相联系的思想，按其中原子运动的特性来分类。为了这个百. 
的，有以群論应用为基瑯的一般方法，它在这教程的另_一卷① 中課 
述。迖里我們只研究几个簡單的例子。 

如果分子中所有九个原子位于一平面上，則可以区分原子留 
在这平面上的簡正振窠 r 和使原子越出这平面的簡正振动。植容異 
确定这两种原子的数目。囡为平面运劫一典有 2 n 个 g 由度，在这: 
里面有两个-平动的和一个轉劲的，所以不越出平面的原子 底簡正 
拫勃的自由度数等于加一 3 。其佘的（如 —6)—( 加一 3) = n 3个 
振动自由度則对应于_出卒面的原子底振动。 

在綫性分子的犄况下，可以区分保持着它的直綫形式底縱振 
动和原子越出 te 綫的振因力所有按直綫进行的力个質点的运 
动相应于⑪ 个自由 度，在这 n 个齒由度当中有一个移动的，所以不 
使原子越出直綫的振动自甴度数等于0— 1) 。旣然綫性分子振逮 
自由度的总数沟如一6,所以有 2 ^ 4 个是使原子越出直綫拫动 
的，仴是这些振劲只应2个不同的頦率，因秀这些振劫中的 
每一个都能够以两种独立的方法卽在两个互相垂直的(逋过分子 
軸的)平面上实現，从对称性的考虑出發；显然,每一对迖样的浦正 ' 
振动有相同的頦率。 

* 

, 

習’题② 

1. 試求綫性三原子对称分子振动的頻率(豳28)。假定分手的位： 
难仅仅依賴于盔~丑和 B-A 的距萬及角 ABA 0 

f 解：根据 (24, 1) 原子的椒向位移巧，今臣以下关系式相联系： 

① 見第三卷“里子力孕”。 " 

② 針算 S 复杂挂的芬子底振动，可以在下列#內找到： M . &伐尔开斯坦， AI .. 

A 叶立茧塞雜夼 * 几斯捷潘詡夫，“分子的振动' 苏联国立枝术理讀番筘出版社 
194©; I 1 *赫芟岱尔克， “多原 子夯子的振进茹轉动光譜'苏联外闰誉怨出版钍， vm. 
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-7?? ， (.r' -f-^} + m H x 2 □ 0 n 

借助于此式，我們 从分了 -縱向运动的拉格朗 B 函数' 


1 = ^■(与 + 与）+ -% f - il - 

id 

- [ (庄1 -欠 2) 3 + C J; 3 _ A) a ] 

中除去〜,然后引人新的坐标 

Qa 工1 + - T 3 ， ^ 3 i 

結:思我們得到 


A 


4 


A 




1 


- a) 
6 } 




i 2 ' 

■您 




S 28 


\ 


. 心 f + 

(" = LW 卜，是分-了-的質量 ） 。从这 .. Hi 可看出， h 和么 唯碉到一規一划因 
数)带簡正坐标。坐标仏对应于相对夯-了 1巾心反对称的振动〜圖 2 S , 
«) ， rift 頻串为 

h 

a JaSP b _ _ ^ _ 

— J . hf i ., 

平标 ft 对应于对称 — A , 圇 28, W 搌动，旦其頻率为 


% 




w A 


由于 （M, 1) 和 P4, 2) ，原子的橫向位移 y 2 , 仏由以下的关系式联 


某: 


^■AOji+lf：^ y di 

(对称的齊劭振功，圖 2S, 6)。我們把分予鸾曲位能写为 k 2 l ^/2 r 其中 P 是 

角 A HA 对 z 値妁偏差/£由伙移按下式-来衣示： 

. • 



L ("1 — V 2 ) + 。 


把所有位移的，如加都用&来表沿，則得到橫振动的拉格朗 H 函数为 

厂= } (记+说+③讲 — 竿舻 ; ^£：r 

从这里得到頻率 

_ 7 

2. 同前題，伹迗 S 是三角形的分 了1 ,1^(1^ 29) c ^ 

解： 由于 <24, 1)，〈24, 2), 原子位移 u 在 X 和 r 方向的分蛩由下列关 
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iY 






圃 ae . ^ 


系式联系： 

m A ( j ： i 十: c 3 ) + 

h 

sin a (y x —y s ) 一 coa a ( j ' iv -，〜）= 0 o 
鉅离乂一 u 和 b—a 的改变 a 和 a 用 
向量〜 — 叫和《广 u a 在直綫 X JJ 和心1 

方向上投影的方法来求捋： 、 

/ 

t v 产 (^ - ac^) sin ff + - y a ) co^ «, 

— — &)sina+ (y&-!/a )^ a ^ 

而负 ABA 的改变用同样的 向裘在 垂直 
于綫段 A 7; 和 3 M 的方向上投影来沭 
锝: 

f (^"^ coaar - ( yi ' y 】) 咖 d + 

J 

+ T [— - x 2 ) eo^ fX - (H2)siim] 0 


分子的拉格朗日函数 

了―心, 


M a 


(巧+喊）一一 ； f 

引入新的來标 

、 A = A + 叫，公1 = A 一 尤 a r ^ = Vi + Pt ^ 

向董《的分置由送些新迮标按下列各式奈表苯： 

1 1 

^1^ ' o~ (Qa + 9^1 ) 7 ： y V^~^ f M) 1 ^ 

_ » p m J3 

+ ? 的 = -^ 1 (私 一 <?a 啦 ， !/2 — ^ ~ r ^ &£，, 

2 “ m u 

經过計算后,我們便得到拉格餅日 w^yj 


令(给+^-^)( 1+ $ w a )- 


略货 — Sl ^)( 1 + ^ W 


—^ 5 - 0 - i tos：i a + 2 k 2 Bin ? a ) 十 


+ 仏 1 ^)^11 a co^a 




Li 




vr 


M 这里可葑出，对应着具有下列頻率的簡正振动: 




S in 





幷且这扳』对于7軸来設是反对称的(七」〜心。圖沿，《) & 
坐标 to 仏注一起对应着两个振动（对 r 軸对称： - a ， 
® 2% ( J 和 w ,两个振动的麪率％，■^是二次的(按〜 3 )特证方程 


y — ^3 「入 (] 斗 2 ： n ^c^a ) + Hf 1_ + ^0 

L m A \ ■ m n J 7¥} ^ \ / J ^ a 

的拫 3 

m 2« = ^ r 时，所有这些頬率和在習題 1 屮所得到的相同。 

3 + 同第一題4[4这里是_性非付称的分子 AHC 州 a 


3 6 


C 


2 


a 


瞄⑽ 


解：原子的縱向》位移和横向⑻位移由下固的关系式联系 r 

^ ^ = 0 T 

^AVi+ m ^^^Vi = 0 ! ^AhV\ 川 rh 力， 

把忡畏和弯曲位能写成 

4 f (3 ?<) a + 1 十 -7 T - ^ 

赉似 r 習題1所迸行的計萁，对于橫向振动的頻率导 m 


hp 






M 






同时对子网1、 縱句拐 动頻串■:如叫导出一个二欢(按 A 方程 




—■— -J- — ^ -f- K~\ ■ - - —— 

1 - m Pf / ^ -- ^r. 州 c 


.1 


-r =^0 


m (和0讯1^ 


n 


^5. 阢 尼振动 

到現在力止 ，我 們一 齑假定拘体的运动是在眞琪 内迸 行的,^ 
者說介質对运动的影响可以忽略不舒 e 而事实上， 物体在介質內 
运动时，介質要产生力鬪使运动减連的附力 拓这 #愦況下，运动 
着的物体的能 量最后 終将轉 mm , 威如 s 常所銳, 終将耗狱。 
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_ 

r 

在这呰条件下，运劲的过程 E 經不再是純粹力学的过程了，而 
对这些运动的研究，就要考虑介質本身的运动，以及介質和物体内 
部的热状态。特別是，往一般情呪下 a 經不能 tr 定运动物体底加 
速度只是該瞬吋它的坐标和速度的函数，卽在力学中所有在这铀 
意义之下的运动方程是不存萑了 D 迗样，物体在介質内运劲的問 
題就已經不是力 學的問 題了。 ' 

. 但是存萑一定类型的愦況,在这些愦況下，如果萑力学的运勃 

• . 

方程中引^一些补充項，則可以用来近似地描檢在介質中的运劲 e 
頦^較介^中的内耗迓程底特征頬率为小的振动卽屬此种类型。 
如果具备迖个条件，那宋可以認为，在物体上作用着只依賴于(对 
給定的均勻介質亲說)它的速度的“摩擦力” D 

如果加之速度又很小，郝末可以按速廑的方次亲展开摩擦力。 
展开式的零次項等于零，因为在不运动的物体上不作用任何摩擦 
力，而_消失的第一項和速度成正比。这样，作用在具有广义坐标 
a 迸# 一雑微振动的俘系上的广义摩擦力就可以写成 

、 f /切=一似， 

式中《是正系数，而負号表示$是朝和速度相反的方向作用/把 
这力添入运动方程式的右边,我啊則得[見 ( 2 1 , 4)] 


餘以幷引入記号 


mx = 


—hx — o^j 


k 

m 



& 

m 


2 X 


o 


(25. 1 ) 

(25.2) 


叫是在沒有摩擦力的愦况下体系自由振动的每率。量入称为阻尼 


4 BS (或称阻尼减縮)/ 

I 

这样一亲，我們得到方程 

S +2 Ai + tij ^ c =0。 (25,3 ) r 

根据解常系数綫性微分方程的一般法則,我們設 ®= 产，从而找到 



L &^； 


驵尼振动 


^的特征方程 


+ 2入 r +公卜0, 



由此 

= — Adr%/^ 3 — o>o q 

方程〔25, 3) 的普遍解为 

这里应該区別两神愦呪 5 

如艰 A<o^, 那未我們有两个复数典軛的7底値。在迖种情 


祝下运动方程的一般獬可以表示为 

®=ReC4exp (— 入 f+iv^2 — 入 2 0 } ， 


式中/ 是任意的复常数。另外也可以写成 

x =^ cos ( ojf + isc )， w 二 v W 一 入 2 ， (25 j4) 

, 式中《和 a 是实常数。由迖些公式所描繪的运动卽是所謂阻尼振 
动。 它可以落-作负带有指数遞瘅拫幅的諧和振动。振幅遞賊的速 
度由指数 A 來决定，而振动的。頻率” w 小于无摩擦的自由振勃底 
頻率，当 ?^ oj 0 时， o 和叫之鬨的差値是二級小蛰。存在摩擦时 
頻率的变小是不出所料的，因为摩擦总是阻碍运动。 

如果 A 《叫，那么在一个周期 27 r /< o 的时間內，既^振动的振 
輻几乎不改变。在这种情呪下，研究巫标和速度平方(拓一个周期 
内）的平均値是有意义的，在平均时，忽略闽子 f &的改变。这唉 
毕方的平均値显然正比于 以 、囡此体系能贵的毕均値按下列規 


律减少: 




(25,5) 


其中烏是能景的初値。 

現在設这时 r 的二个値都是矣数，而 ± L 都是負値。 
解的锌遍形式沟 

(55,6) 
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我們潑剑，在这种摩擦力足够大的情视下，运劲則成为 z 的單調遞 

I 

减，卽是漸近地(当 (->00 时5趋向毕衡位證，而沒有振动 .. 这神运 
动的类型称为非周期性亵减， 

最后，苌特殊愦况下，当^=^0时，特征方程式只有一 1、根（軍: 

I 

m ^- X , 大家知道，飯分方程的一般解在这情叹下为 

I 

尤=(巧+<^>-，〜 C 25 J ) 

这是非周期性衰减的特殊愦況。 t 虽然不一定是單調的运逮，但 
同样沒有拫动的性質、. 

对多內由度的体系耒說，对应干肀标％的广义摩擦力是下列 
形式的速度的綫性雨数： 

firp = (：26^) 

k 

从姹粹力学的角度来考虑，不能够作出任何关于系数如对指数< 


和> 的对称性質的結論 

但是用統計物理的方法可以 証明力 ，总 

是 

■ 1 



", 

- 0^=06^ 

(25,9) 

闵此式〔沾 ，8) 可以写成徵茼的形式： 



SF 

，师工 — -。、 一， 

(2^ 10) 

其中原函数是二次式 

«• 

• . 




i 2 S , lX ) 

它称为耗散函数： 

h 

1 

1 

力 (26,10) 应該添入拉格朗日方程的右端，卽 


d 0 L _ 0 L 3 F 

^ Bxi dXi ° 

(25 J .-2) 


耗散¥数本身具有重要的物理意义，在体系中能量耗散的强 
度卽由它^确定訃算出了体系的机械能射吋間的微商后就裉容 

①見本谈柺琪 五智婉 針物現” 3 r f 



m 



Wdm ) 


與 m 信这点了。 + 



旣然 y 是速度的二次凼数，那味按照齐次函数的欧勒定理，等式右 
方的和等干 2 F 。于是， 





卽体系能悬的改变速度由耗散函数的二倍給 uu 闲为耗散过程导 
敌能量的减少，所以永 E 庖該前^>0,卽二次式 dll) 本質上 
是正的。 

在有.摩擦力的愦戈下,微振动的方程是通尅 _力 .;外8> 于 
方程 (23,5) 的右方得到的，卽 

2 似成: y ' ry : hk ^ c = S 
__， r : b ： 

策在这呰方锃 M 

■ T : =」■ 〆 ， 

約去^攻們得到常 M 次的綫從代数方程組 

S r + a if ：r -r k ik ) J r : 二 0 3 

4 

使迖个分程組的行剡式等于掉，我們便找到确定 r 战依的特征方 

:i ra 7 ^ + 〜 /f r + L| -0, 25,16) 

对 r 來講，这迫一个❿次龙程式。旣然七的全部系数是实数, 
所以$的裉或逛实数,或是成射的共軛茇数，这时兜数根一定是 
_，而袞数裉有贷的玫勸:部分。_不然的話，所有叩筇淘速度，面 
和卞們在一起的迠有体系底能赍都将随时間按指数規律墙丧 7 可 
是耗散力的存在应該导致能最的减少。 、 I 


:25,14) 


(25,15) 
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" § 26 . 有康擦存在的頭迫振动 

研究有摩擦力存夜的强迫拫动完全扣在§ 22 里所进行的沒有 

H 

摩擦的振动研究相似。我們在这甩仔細地来討論周期性强迫力 
的情況，迖¥檎况是値得單独研究的。： - 

在方程 (254) 的右方添入外力 /cos ⑻，幷除以 m 后，我們便 
得翁运动方程 ^ 


+ 2 人 4+ cx>tx = ^ cos yt 


(26 ，1) 


求这方程笈数形式的解比較方便，沟此我們在右攰写來 

. • 

代替 coByt: 

小 上 。 j 

7 Tb ' 

我們来寻求形式芳的特殊积分，对于 i? 我們求得 

. • 

- + f 26,2) 

把 j ? 写沟的形式，对于6和5我仍有 


(26, 2) 


1} = ； 


二一产 + 4^7 公 ， 


tg <5 = 


2 入 y 


(26,3) 


最后，把表示式 Be ^^= be ^^ 中 的实数部分分出后，我們便得到 
方程 C29.T) 的特殊积分，再給它添上不带右边部分的方程的一^ 
解(为了 ^定起見，我們写叫>入的愦呪的一^解），則我們最后得 
到 

a ?= ae — Mcos (6># la )+& cos (7*+5)。 (26 , 4) 

第一項銥时間桉指数規律下降,所以摇过足够長的时間間隔 
以后留下的只是第二項： 

、 a ;=? cos ( y #- l - d ) 0 (26,6) 

当頻率7趋近于叫的时候，'強迫振动的振幅&的表示式 
(26,3) 虽然也堉加，但是不趋向于无穷大，不僳沒有靡擦力时往共 
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板的情况下那梓 3 在力/底振幅給定的条件下，：$ 频率 7 = 

时振动振幅有最大站； a >■« 叫时7的这个数値和 
叫，間的涪别只是二阶小带。 

我們亲研究一下棧近 了凡 振的区域，假設： U: 中 s 
是一小蹵；同时我們将認泡入 C。)。■ ■■■ 干是在中可以近似地 
迸行代換： 

7^—O)o= (r^^o) (7 — O」. 0 ) ^2 oj^y MZ/y ■二 2?-? 构， 


\ 因此 

r 




方 =—■'■■■■ 二 丫 

2m {s — 让）叫 

㈣ ， 6) 

或漭 



j 

石 ‘） ■■ — r ■> . v 1 ^ ^ — 3 

( w ) 


戕們来指出当强迫力頻率改变时，拟幼和强迫力之間的位栩 
差3变化的特点。位栩逆总适负的，卽振动总是 "落后 : 于外力。 
离其振很远时，花7 :叫方 舰千零， 而在7 >叫方而5趦 
近于一 6从薄到一兀的赍化 7 ^ 叫附近狹笮 \寬度 〜 A ) 盼 


頻率区間 R 进行; 3 7 ⑽ 时位相 盖經过 


2 


闪此我們衍出, 


芘无 m 擦力的愦况下，茧 r - cvo 时强迫拫动的位相改变一贵 I 突 
变地进行[在 (22,4) 中的第二項改变符号]，芳虑难擦就‘‘梂平”了 


这一突变。 

崔稳定运动愦況下，当体系作强迨振动(26,5)时/它的能景保 
持不交。迖时体系不断地（从外力源那里）吸取能量，这些能量由 
千摩擦的存在而耗散。我們用来表示在單位时間内平均吸 
收的能景,卞是外力趼率的函数,、按照（?5，13)我們有 . 

J ( 7 )^2/5\ 

其中 y 是耗散函数（按振动的周期）的平均値，对于一雑运功 
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来說，耗散闲数的表迖式（热，11)化成代人 

V 

(26,6)后，我們便得到 

, A’ ?,rnb 2 y 2 sin 2 (V+ 乃)。 

正弦毕方对时問的苹均値为香， ，因此 

«■ 

J ( r )- to 6 Vo (26*8) 

荏共振附近，从 W 6,7) 中把振动振幅代入 fc 式則有 


1( 加，£： 


入 


(26,9) 


吸收对頦奉的恢賴 災系 的这种形式称凫色散的形式 a 如果荏某个 

値 s 时 1 ( b ) 比它在 s -0 时的最 

大値减決一宇,則我們称被値:… 
为共振曲棧的半寬度(圈对)。由 
公式 (26,9) 可以看出，在这情戈 
下迖寬度和殂尼指数 A 相等。而 
最大値的高度 

和入成反比。、由此可見，当阻尼指数变小时，共振曲綫变得更高， 

■ p 

卽；£的最大变得更尖銳。但共振曲綫下的面积在迖神情況下仍保 
持不变。 

迖个面积由积分 

• _ 

ri(r)dy-r I(e)dB 

Jo J-Wa 

烚 m , 旣然 j ㈤ 陆 id 的堉加 m 速地下降,^么 m 大的区域无鼢 
怎样也不突紧耍，囡此可以在积分时把 1(4 写成 (26,9) 的形式， 
而用-^来代替下限。迖时 . 


_} 


!/ 




1% 37J 


农奴共捩 


m 


習 题 

忒确定存在摩擦时,在外力心 os yt 作用下的强迫振动 
解：我們先来解茇数形式的运动方程式 

5+2 入士 + 命 = 4〆+」、〆 

m 

然后分川解的笑 : 数部分。梯果我 fW 辟 T 『「列形式妁强迨振功： 

x ^ be ^ oos (7£ + B ) ? 

r ft] ___^ 

ru'-’ （■… 3 + 以 一 7 V .f 2ak)’2 + 4y- (a + A) ? ? 


式中 


l^ h 5 —— 


■ ― 2 v (^ a }___ … 
f oJ } — v 2 十饮 2 十 2ota 


§ 27 . 参数與振 


有这神非封閉系存在，在其中，外界的作用归轱芳体系 mm 


时問的改变 

莅拉格钊 H 函数^1, 3) 里的系数 m 和欠乃是一維体系的叁 


数，如果它們依-賴于时藺，那末运动方程是 


d 

di 


( mx ) — O 


v 27, l ) 


按 dr=dm iA 入新的独立 变髮^ 代韩 h 此方思則化为 


d 2 x 


4- = 0 


D 


闽此，实 B 上幷不对一般性炸任何限制，硏究下面形式的运动方程 
式已足够了： 

鲁 + W (咖= 0, ^7,2) 


在 （ a , : r ) 中如果 m =■-' 常数的話，亦可持到此式。 

雨数以⑺的形式由茼題的茶件确定,我們假定，这是頓率为 

0> 迖种类型中最擗眾的例+是乳总 A 在笼应方向作松定的饵钥运劭的摆 (遞 


ios 瘇捩动 

I 

Y (因而周期力 T = 的周期性函数。迖就意味猎 


+ ! T ) ~ c ^( f ) , 

因此整个方程 (27,2) 相对于变換是不变妁，甴此得出結 
論:如果 mii ) 是方程的解，那么，函数 ^- T ) 同样也是解。換句 
話說，如果和心⑴是方程 (27^) 的两个独立积分，則 x x (t -f T) 
和办都可用和而綫性表示。在迖神愦況下可以① 
这样来逸榨 々和 心，使得当用 it+T 代，时，$們的改变仅仅是乘 
上一个常数囡子，卽 


具有迖#性贯的両数的最一般靡式是 

. = /^1 1 (0 ) ^ i (0 = i ^ z T } (27,3〉 

其中 AOO, U ,( f ) 是时間的純周期性函数(周期为 A. 

在迖苎函数里的常数 w 和此应該以一定的关系式相系。 
事实上，給方程 • 


■ ^ ~ r ^ r (/) 3^ = 0, ( i ) = 0 

分別 乘上 办和而 ， 同时侦一个来减另 一个， 我們便得到 


— —tJ 


或者 


XxX ^— XxX ^ - 常数。 (27,4) 

伹是，若吻⑴和是形如(打，3)的任何衙数，則'『)自变量 Z 改 


变 r 时，这等式左端的表迖式乘上因此很坝肖，兔了要在 
任何楢况下滿足等式〔27， 4) 必須要求 

T 

" (27,6) 

’从方程式 (27,2) 系数的实数性这一事实出發，我們可以进一歩 
作关于常量;〜〜的結論。如果 ㈣ 纟)是这个方程式的某个积分，那 


① K 趄开; 龟以和 A 不相馕合。 
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龙复致典軛菡数应該滿足固一个方程式。从逑里得出結論: 
一对常显河，〜应該和另一对常董 〆 :， W 栩 ㈣ ，也就是說，或漭 
应該有或者叫和〜都是实数。_在第一#馈況下，考虑 
到 ("27,5) ,我們有此=1//4，卽! ^1! ~ = I 以？ = 1，常录和内 
的褙数部等于1。 

在第二利 1 情况下方程式 (27 , 2) 的两个独立积分有如下形式： 
咖 W f Ihif} ， x 办 ) ^ . 「 U 氣 ( 27 , 6 ) 
幷11 ^为不等于1的正的 或者負 的究•数•:这两个阀数中有一个 
(勉筘一个或者第二个耍游 k !> i 或者 h < i ) 陆吋問按指数規 
律砂長，兹就是說，体系的靜止状态(在化0 的平衡 位置)将是不 
稳定妁：只耍对平銜泣置有!壬意小的偏离，就会使出現的位移^很 
快地随时問增長。这个現兔祢为参数共振。 

我們应該注意1与4的初値严格等子審时， t 們在以后也 
等丁•蓴，这和逋常共振〔§ 22) 是不栩同的，对 M 常的共拫来說，位 
移随时間的增長（和 i 成正比）同桴發生于初値等于港的怙况。 

我們要 闡明在一个重耍情況下，卽当函数 ㈣ 和某个常最棺 
港很少，同时又是簡單的周期性函數 

K 

^%t)^0)t{l-hhGOsyt) (' 27 , 7 ) 

时以起 參数共振的条件 ，式 中常量(我們将連泠々是正的，这 
一点总可以用对时間計算起点适当选擇来滿足)。我們在下面将 
要看到，如粜函数 ^(0 的頻率接近 于頬率 叫的二倍，那么參数共 
振将發迮得最剧烈。因此，我們設 

y = 2 too+ s T 

式中 a <^0 M o 

对运动方程& 

i: +W[l+hcos(24Jo + “0, (27^8) 

~ ST 这式 (带 有常数7和/0的方程在致学物琿 中叫見 其約:"保。 






我們將寻求下列形式 的解： 

⑷ +&(i)sin(cj 。 + 吾 ) 1127 ’9) 

p 

其中 a ( i ) 和 6(0 是时間的慢变(与 cos 和 sin 相比較）函数。以然， 
解的这神形式不是很精确的事实上，函数也包含带迖样頦 
率的項，它与（吻+ & /2)的差是 (2 o > 0 + e ) 的整数倍，不过这择項是 
h 的高級无穷小量，_在一辍近似中，可以忽略它們(見習題 1.) 。 

把 (37,9) 代入_(奵，8)幷且只保留 s 的一級項进行計算,同时 
假設，6 〜时 ，£〜劝（在共振条件下，这假設的正确性由結梁来証 
实乂 把三角函数的乘积展开为和，如 


cos 


(叫十 |-) f - cos (2 itj 0 + s)f 




——COS 


2 


!屮4 cos < cOf >+ 音) f 


以及諸如此类，同时和以上 所講的 相适应，略去带有頻率為3 
+ | : )的項,結果我們得到 


2 a + hs -^ 


hc^i 


6) w 0 sin ( oj 。 


+】) 


+ (26 —ae + a)o 。 cos(oj[>+ 吾 )5 = 0 


要滿足迖一等式，就必須兹每个因子 sin 和 cos 前的系数同时等于 
零。由此我們得到函数的两个綫性微分方程的方程 
組。 根据一般的法則,我們来寻求正比于，的解^这时， 


糾 + -^ r ( 8 


h<Oi 




0, 


去(卜今卞 一 sS = 0, 


迖两个代数方程协同的条件給出 




( 27 , 10 ) 







i(jd 


發生銮数典振的枭忭是 等 的级性（卽 r >0)^ o 由此可見, 
#数共振發生下‘頻率2叫©周間的 K 域 

(27,11) 


hay , 

"2 


6 < 


2 


这区域的寬度和 A 成正此，同时氓动的墙强指數 k 在此匿域内底 
値有同桦的数贷級。 

3体系参数变化的頻率7趋近于 与! (式中 U 是任 葸轤 数） 

fv 

Ht ,尜数非振也会發生，但是随着 w 的墦力 JI ，典振^域 ( 不稳定性 
区域）的贳度慄 V — i 样 迅速地 变小（兑矜題2)，在区域内抿动的 
增强指数底値也冏样变小 3 

当体系巾有微小的摩擦时,銮数共板的現象也荏在, M 是在迖 

怡 W 下不稳定性区域变窄了一点，我們在§25 中已 石到，摩擦使 

得振动的报幅按規栉袞减。因此#参数其振愦況下，振劫的 

埒强慄是正的，屯由无摩擦的問題的解所决定)一祥地迸 

行，而不稳定锉区域的攰界由等式来决定。这样，利用 

( H 7,10)^(^, 对于典振 E 域，我們得到代荇 (^ r f n ) 的不等式 

ko) n 
A 


，-棚 


4a 2 




/( 


, K ^ r ^) 


我們应該注意，在这秤惜況下典振不是在振幅 A 任意小的时 
候都可能發使，而只是从一定的‘切 d 开始，在 ^7 J .9) 的埯况 
下， 




4 a 




能够証明，对千在頻率 2 叫 / u 附近的典振，11心的大小和大 




L 当用 S+2^/l> } 代嵆 （ J ： A 在 d 心 


①在（37, S ) 中的常设 M 以 11 — 0 
中的 cos 和 Sin 改变符号]现 S mc ^ 

® 如果 H 关心 ㈣ 共 振亙城 的边畀(不关心 E 城内 s 的表达式 ） ，則注-总到兹这些 
边界上 fO , 亦卽注袁起在; ： M ,!?) 中5毁是不交的以沿可以简化叶货；益这神 
馆钱捫 ■“ r & w 谒到格应于区域畀灼値心- 
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戒正比，卽随《的潑加而 培加。 < 1 

• • 


習 ffi 

1- 若在 V = 2 叫沿近發生共振，試确定 不稳定 性区域的边界（准确到与 
P 同級的惫 ）， " 

解: 我 in 将寻求下面瑕式的方程式 (2 7 7 s ) 的解： 


^ = 4： 。哪 (…+ 音 ) f + ?> 0 


吊叫 0%+ ~)t 4- 


£ 


) 


+ ^5 e<>^ 3( ] f + bi sin 3( i^o 十 


皆>， 


、 在这里面,同样考虑到了[:和 （2 r , y ) 相比較] a 的更髙榖的項，当只注意不稳 

S 

定性 K 域的边界时，我們假定所存菜数％, ?如心， S 为常量（和_ 109 頁第 
二个脚注內所提到的相吻合 h 在代人方程(270〕时，我們把函数的乘 

积展开成和， 爵时 略去带有頻率 <峋十的項(这挂 項只是在更高級的近 

似中才需要 八我們 便得到 


£ 

■ 

2 


卜 a 0 (叫 e 十今)十 a 0 十七真1 jco < w 。 + 


r 


¥ 十 


a 、 

/""' 2 


'■■ k 十 


2 


sin I tt / 0 


K 


2 


if + 


[- a B 一 cos 3( r% ~h :】 )f + 

[与 彳 1 - h - Jsivt 3( 吻 + : )t = 0 


o 


T ± i 带有頻率峋 + s A 的項里保留着■-級和二級小置 ? 而在带有頻韦 + 0 ++) 

的項内保留着一 級小置 的項。每一个在方括婷內的表达式应該分別等于 零> 
M G 面两个方括号内的表达式我們找到 


ct ^ 


h 




A 


然洽从前两个我們便找到 




1 去％ 


㈣ 

"3 T 




解这个方程准确到与 ft 2 同級的項，我們求得 S 的边界腌 


e =± 


4 32 







[ S 埤! 





2. 当丼振發生于 v = % 附近时，试确定不稳 定性区 域的边 
解：命 nr : ■户， 我們得到运动方程 

V [■】■ -: '八⑴ C'v + d]j ： =0 。 

注惹到所求的达界趴我們来 V 找下列形式的解： 

■^-■■^㈣ (吟 +，■) f 十 n ：> 0 + 小屮 

^a L cos2(^ a -j- i + h t sin 2 (叫 + s)f + r” 

在此式中同时考虑 / 两个蔽項。为 Y 耍确定不稳定姓的迖界：我們甩次煊 
定系数是常置，于是得到 


f - 2 〜。叫十 




：^ a ： 十 ? i 


4‘、+ 
- • 




— -J- ■■ -^—- I'Sj ^ (^0 + £〕■ i + 




\ r : 

^ - 3^1； r - j - - J ； 




- hOf-l 


iJ i -^ 十朽 ） t 十 


- od ' 


由此找到 



因此不稳定件区域的两个沾掸是 


- _ 益队 ” "- = 24 ： 砍 ( je c 

3 - 試求平画摆_动的参数共振朵件;設摆的悬戍在钽直方向板动 t 
解：按在 D 習題^ ( B ) 中所得到的拉扭朗日函数，我 T 城得微扳动 
(炉《1)的迗动方程 

会 +4(] H 4 -?-eos(2% + e)t> = 0 


(式中 ihH 山此可 M , 比率起潑正文中所采用的者数 * 的怍用, 
荣 #(27,1” 采取,比方說，下面的彤式： 



2 as / <j 

- s -« 

1 ^ 


sss. mmm^j 

盤个以前所耩的徽振油饨論都踅建筑在体系的位能和动能按 



ITS 
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■F 

— 一 ^. ■_ a a* ... . |* I 怎 ■ 

+ t I 

礓标和速度 U 保留二极項的展开式之上的，兹时运动的方程式是 
綫性的，正因为如歧，茌迖种近似情呪下我們才可以談餞性振动。 
声然这神展开在振动振幅很々、的条件下完全是合理的：俏是对更 
k 一 较迓似的考虡(所謂振动的非譖籾性或者弗钱性:就会引导到 
' 某些运动的出現，迖些运动虽是微弱的,徂是在衣質上 iV 有新的特 
点 D • 

' 我們把拉格朗 H 函数展开到三极項 .， 这时在位能 ifl 将出現银 

标灼的三次方項，而在动薛里，則添入了含有形如 ^X^Xi 連 
，.-- 

和坐标乘积的項，它与原表达式 (23,3) 的迖个荖別是和在函数 
如(❼的厫开式中保留的相 对于® 的一級項相联系笤的。这样，拉 
格朗日函数有以下形式： 


L = 4- 菩(， 代 “ — hk^i^) 






i r ^\l 


式中是新的常系数。 


(2S ， 1> 


如-果从任意坐标而过渡到（綫性近似的）那么 T 
由于这个变換是綫性的，在 （ 2 S,1) 中第三0第四个和将轉变凫契 
似的和，只是往其中的坐标负和速度 A 将被 A 和 t 所代替。把 
在这呰和中的系数表为 ；U 7 和我們得到拉格朗 ET 南数力 

1=丢2您—娜+ 

么 a . 


+ 备 S ~ ^ o (28,2) 

^ rt ^，7 O 

我們不打算把由这个拉格朗日函数导出的运动方程完整地每 


出来。主要的是它們有下列形式： \ 

• S 

(28 , B ) 

其中厶是坐标 Q 和它們对时間的微商的二次齐次函数。 


应用逐轵近似的方法，我們来孕找下列形式的迖些方程的解: 




cs m 龚蹐和捩动 也 

Q ， QP + Q ^ C 2 S , 4 ) 

I 

式中而函数碳 〕 滿足“未受微 抹”的 方程式 

奶切站。= 0 ， 

^ Qi n 是普逋的諧和振动 

. Qa ' ^ COS yc ^ J - ha ^) 0 (：2.' S , b ) 

在高一級的近似里，方程式 (2 S , S ) 的右边只保留二級小蹵的 
項吋-我們得到 C ? f 的方程 

& 十。縱 ';/M ⑴， <?' J) , Q ；u ), {23 九 

表达式 (28,6) 应該代入此式的右边 。 給果我們得到弗齐次綾牷微 
分方程，幷 I 它捫的右边部分可以变換成为簡單周期性函数的和。 
所以，臀如說， 

Q^ : ^ cos (^7- 4 - a:) cos — 

j 

- 二 : y 〜〜 { 咖[(⑺ 7 + 〜屮 c^] + 

•w 

+ cos [ i.o.). x — o)-i) i^a a —a^ } n 

由此可見，在方程式「23 ， 6: 的右边有与頻率等于林系固有頻 
率的和与蒂的振动相对应的項 „ 方程的解应該寻找包含同样周期 
性因子的形式，千是我們得出結論:在 二:級 近似里，在頻率为叫的 
体系的簡正振功上鹿加 It 附加振动，其頻率为 

叫士 ^^ (2S ， T) 

(:也 包括频率的二倍卽2叫和铕率0,后者对应着恒定的位移 乂 
迖些頻率称为組合頻孪。組合振劫的振幅和对应午簡正振动的乘 
积 ㈣ (或者平方成正比 。 - 

在髙一級的近似里，当拉格朗日函数的展开中考虑到更高阶 
的項时，則 出現組 合振勒，戈們的频串是其有大迸％的和与差 3 
m 勉，除此以外也还發往一个新的現象。 

原來是迖样，积第三級近似里,往組合頻率中已被出現和威 m 
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• • 

率(〜相合的一蜂靖率 ( W a + W 广叫〉。在应用上面所述的方 _^ J ~， 
祛运动方程的右边将有共振項，迖些項使得在解里出現带肴陆时 
間而增加的振幅的項。但是，在物理上很显然 7 在无外界能源的封 
閉体系中,振动强度不可能自發地增長^ 

事实上，在更髙級的近似里，甚本親率叫比較出現于二次的 
位能表达式中之“未受微扰”的値将發生变化。而在解中墦 

M 

長項的出現和下面型式的展开式有联系： 

I 

co ^ 4 - coH — iAm 9 sin (h 

当 （ 足够大时，迖种型式显然是不合理的。 / ‘ 

t 闵此当过渡到高一級的近似时，逐級迓似的方法其银式应該 ■ 
迖样地来汝变，使得在解中出現的周期性因子，从广开始就含有确 

切的 T 而不是近似的頻率的値： H 奸是由于共振項不存拓,頻率的 
改变才被方程的解所确定 p 婦 

把迖个方法用在一个自由度的非諧和振动上，把拉格朗日函 
数写成 

■ • 

琴一誓# —号， 一卒心 (2 8,8) 

s 

相应的运动方程是 

9 (28,9) 

我們将寻求逐級近似妁級数辩式的解 

® = a? a 5 + sc (3) +tc (3) , ' 

幷且 * 

x a ^aco8u>t (28 , 10 ) 

带有精确的 o > 的値,而这个値本身我們将 在苡后 角^級数 CJ- Wo + 

+ 0>〜+ ~〜+…的形式来寻求(对时間起点作适当选擇，总可以使 • ^ 
在^⑴ 中的初相等于奪)。但是在迖愦况下，形式如 (2 S ，9) 的运动 
方程式不十分方便，囡为在把 ( 2S40 ) 代到它里面后，等式的左方 
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幷不严格等子塔。因炖我們預先把它改写成等效的形式 


0 ) 


'0 


土 + c^= —⑽ 2 -- 細 3 - ( 1 - ，含)広 


28 AI ) 


假設此处的 X ^ X ( L } ^- X r -\ ^) = 6 J 0 - r 6 J UJ , 洞时略去萬+二轶 

小 i 的項，我們便得到的方程式 

怎⑴ —ad L co# cof+C0Soji = 


2 


aa 


2 


2 


卜 

- cos 2<ot-h i2co 0 w u> « cos Q)i 


c > 


在等式的右方无共振項的条件很容易就給出这和 在本节 
开始时所講到的求二級近似的方法相符合。然后，用氣常的方法 
解亦齐次綫性方程，我們便得到 


X 


(*v = „ 


aa 


2 


oa 


2 


r C09 2oi t 


，其次，祐（於 ，: U ) 中假設 w = w 0 + to ⑵，我 

«• 

們便得到的方程 

: P ) + ⑺如⑺二一 2⑽⑴ 〆 ■以一冷3?⑴。+ 

把表达式〈汹 JCJ ) 和 12) 代入布方，扭經过簡單的变換后可得 

n 

4 6^0 

6 a ^ a - 3 -> 0 

-4 ^ 


■㈣ + cjfa^) = a; 


COS ^u>t ^r 


- } rU 


[2 woW a 


+ 


ticuf ： 


cos o^t 


r \a 


28 , 13 ) 


使共振因子 COSO >/ 的系数等子瑶，我們求得对基本頻率的修正 

0 ^)^( ^ 

^ \ Soy Q 1^ 

此修正正比于振动抿幅底平方。而第三級的組合振动 

a 5 






「 d 「 f ) 


co&Sojt 


^28,14) 


多 抑. 非綫性 振动中的共振 

如褽考虑在体系作强迫抿动时霁諧和的項，那么在其拫現象 
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r 中就么發現本質上新的特性。 

h 

在方程 (28,9) 右方加上周期性的(頻串为 7) 外力后可得 

i+2Ai+Wo^ = ^cosr #— (29, 1) 

」 、 m 

在其中我們也写入了阻尼指数为 x 的摩擦力（以下我們假設 x 很 
小)。严格地說，在考虑到自由振劲方程式中的弗綫性请时，必須 
同时考虑到强追力振幅中的高阶項，这些髙阶項对应着强迫力对 
于位移^的可能的依賴关系。我們不列入迖些項仅仅是为了簡化 

h 

公式，因秀它們不改变現象的本質。 

殼 y = oj Q -bs 

S 

S • 

0很小) ，就是 說靠近通常的共振。如果刺用下面一些道理， 則， 
以不直接硏究方程 (29, 1>而东探討所發生的运动的性質。 

. 在綫性近似中，苟典振附近,强迫振為抿幅&对外力的振幅/ 
和姨率V的依賴关系由公式(26,7)給出，幷且迖个公式我們把它 

S 

写成 

( 批 2 ) 

振功的非綫性引起其固有頰率对振幅的依賴，我們把固有頻 

r 率写成 ’ 

■ - 

0>。+«6、 (29,3) 

其中常数《以一定的方式逋过非諸和系数表枣[見 (as,! 3 )]。 相， 

应地，我們在公式( 29 , 2 )中（更确切地說是^微小的差7—叫中） 

* 

把換成叫) 

仍采用符号結果我們得到方程 

p 

或者 e -«6 £ ± V (~2-4 0 r ) ~^ 3 ° 


LS 2^：! 粦钱性掁动中的共梅 t-lt 

力'程 （29,4) 造 F 的三次方程式，它的实根决定强边振动的振 
幅。讓我們来研究一下在外力/的振幅芳 B 知吋， 这个振幅对外 
力類率的依賴关系。 

a / 的値足够小时 、振幅 
石 也小，于是在(沙， 4) 中可以忽 
略高的二次方的項，园而 
我們又间葑了 （29 , 2) 的函数哭 
系& ( s ) ， 速个关系是用在 
处为極大値的对称曲綫来表示 
的(调32,心。随着/的增長， 

曲綫赞先形变，舉初保抟着內 
己的特点——有一个極大値 
(阖池 ， o m 栂大値移到正 e 
一面去了（在 t o 时^迖时 
在方程〔29, 4) 的三个根中只有 
一个实根： 

' 然而，认一定的値/ =/, 

(这个値以后我們要确定汜） 岡 &■ 

起，曲綫的性質开始改变 。 茬/力大于的任一个値的情呪 下， 
都有一定 的頌率 區域存在，在这个区域里方程 (29 , 4) 有三个实根， 

4阔 S 2, 0的曲綫上綫段 BGI ) E 卽相应于这个区域。 • 

■ 

荏刀 点和17点^ = OC 的条件决定这个区域的界限。把方 

程式(，，4)对 e 微商*，得到 

db — 

所以 J 点和 G 点的位置决定于方程 

•• 

s s -4^ a 8 + 3^6 4 - hA --0 (2 P ,5；^ 
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和 ㈡ 9 , 4) 的联侖解。联合解的 s 的两个値都是 疋的。 往 g =0 的 


点上，根幅达到最大値。迖时 s = 从039, 4) 我們有 


厶 aia: 


2mo}^k 


(29,6) 


这个値和菡数关系 (29,2) 所給的極大値吻合。 

可以証明（在这里我們将不研究，祛方程（的， 4) 的三个实 

稂中的中間一个根(卽在暉戠，〃中虛綫所表示的綫段)相当于 

体系的不稳定振动：无論多么小的微弱作用加于处相迖种状态中 
*■ 


的体系上都会使振动变为相应于大一呰 抹小一 些的极(卽綫段 


或的振动。 - 由此可見，只有乂双/和 DBF 两个分枝才对应 


着体系的奥实振读。容許两种不同振幅的頬率区的存在是在迖种 
情况下値得注意的特点。所苡，在外力的頦 率逐漸 增加时强追振 
劫的拫幅将沿着曲綫增加。在点口振幅發茧“破裂”，卽振 


幅跃降到相当于五点的値，然后(在類毕繼嫌墦加时)将沿着曲綫 
改变。如果又戒少頻率，那么强迨振动的振幅将沿歲曲綫 
改变，芘点 Z > 振幅跃堉到 i ?, ^然后将沿着 H 减少。 

凫了箅出値八，我們应注意，八是当 （ e 的）二次方程 (20,5) 
的两裉相重时/的値，在时整段变政一个拐点 a 谈二 
次方程 (29,6) 的判別式等于零，我們得到方程式在迖种 
情況下的根是 s = 报迖些卩和的値代入(29, 4) 便找得 


争 


f %=^ 




風7) 


当7^叫时，振动的非綫性除了使共振現象的牷質改变以 
外,还引起新的典振出現，在新其振中，頻毕与叫差別崧大的外力 
澈發起頻率与叫相近的捩动。 


①証明可只在，键如軋伯桉笛但夫和来特费泡利斯甚的“ 并錢性 尨动礓躲中时 
漸近法 6( 物麵数学务箱出版杜， toss 年卜必中找尹 - 
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設外力的親率7二叫」，卽 


在一极棧形近似中，此外力在体系中激發起賴傘相同的振7功,其振 
幅与力的振幅成正比： 




一見 _ 


cos 


[按照公式 (22,4)]。 然而在二級近似中考虑到弗綫性的項时，这 
呰振动使得在方程式 ㈡ M ) 右攰出现頦串为的項。卽是 
說, 把# >代入方程 

^^4 - -⑴知 o + + 二一⑽ Li # 

I ^ 

引用二倍角的余弦, 幷 在志边仅保留共振項，我們便得到 


9 rfi"oh 


[■■ cos < u ^+2 〆 ) £ 


•j 


现 s) 


C 29,9) 


这个方程式和方程式巧9，1) 的冗別 仅収在 f 其中力/的振蝠的地 
方換成了正比于尸的表达式、迖就意味着有这利^典振产生，卞和 
上面所硏究过的在7 =叫处的共振桂質相同，徂有較小的强度。 
H 要在方程 (29,4) 中把/換威 一&尸 . 9 瞥4 (幷且把; i 換成 k ) 
就可得到函数关系 6 0): 

竹⑸-心州 ：蟲‘ ⑽) 

現在餃外力的频率 
«■ 

7 ^ 2叫>4 

在一級近似中找們有 

i f 

： r yl) ——— - cog(Swo + e)L 0 

-r/ao^ 

治在方程式 :| 中代入时，与前甜愦$不同，逑里 
得不到 具有 典祸外力的性畀的 項。 诅由于正比 十桌积 的 7 三 



疫捩劲 




級項而有参数型共振产生。如果莅所有非綫性的項中，只保留迖 
一項的話，那末对，> 我們得到方程 

. - 4 

$⑻+ 2\x (2) H- colx^= ― 1 )炎⑻ 


i ⑵+2入一 ^^ e ^(2 co 0 + 3) f ] a ?«)=-0: (29, 10) 

卽 (27, S ) 类型的(考虑妾 j 摩擦的)方程，我們知道， （27.8) 就是在一 
定的 m 率 間隔中引起振动不稳定性的方程。然而为了确定振动的 

< a 

合成振幅，这个方程是不够的。最參振幅的建立是和非綫性效应 
有关，劳了在方程中估計此效应，应該也保留对是非綫性的項： 

i t2> + 2^ 4 - o> 知⑺+ 似( 2 洚 + 你“ = 


^r C0s(2 _ )£ _^ 


( 29 , 11 ) 


二浊意到下列情況，对这問題的研究可以大大籣化。如果假定 
在方程 (29,11) 的右边 . 


b cos[(q)o + 音) t+5 


L 其中&是所求的共振振动的振輻， S 皇常相移，它在以后是不重 
要的），同时把两个周期性因子的乘积表芳两个余弦的和的形式， 
我們便得到具有逋常共振(相对体系的固有 頦率叫 0栓質的項 


- 戊 fb 

3ma>o 


[(叫 +音 >- s ] 


因此，問題又化成了本节初所研宪过的关于非綫桂体系中逋常共 

_ 

振的問題，差別仅仅在于現在是量起外力振幅的作用 
0/2換取了 在方程式 (29,4) 中进行这个代換，我捫便得到 




:——㈤+入 2 


心 W 


对于6来解迖个方程式，我們求得振幅有以下可能的値 


(29,13) 


4 




非綫性捩劲中的共振 


1 S 1 



(;29，拙 

(29,14) 


在阖33上描繪着从这里所得到&对 e 的依賴关系(迖是«>0 
的情；；在《<0的情况下，曲 
綫朝向 轵反 的一面 B 点和 
O 点对应于数値 


4?? 



是可能妁，如沒有共振,而且也 
不能激發起賴率二叫之振动。在丑和 c 之間的間隔内，我們有 
两个根 ： U (阖涊上的段）和表示式 (29,13) (分枝 B ^) , 
最后、祐0点的右方存在(2 9 ，12) — (29,14)的所有三个根，但幷不 


是这些値佘都相应于稳定的抿动狀态=0迖个 値在/ ^区間上 
是不微定的 ® ，幷且同样能够証明，相应于(在另外两个稂之間的） 
(29,14) 的根的状态永远是不稳定的。在圈33上不稳定的&値用 


虛綫表示。 

讓我們来考察——比方說——在外力頻率逐漸减小的情戌 
下，最初“靜止”@的体系的行为。在到达点以前一庇是 h -0, 
到达以后，迖个状态就發生“破裂”而迓渡到分枝上。3 S 繼 


①这段間隔怡好相应予本数实扳的 g 城(27，1幻，幷且从 (29,10) 同 （27, 幻的比 
較中，我捫有 f M *2 j //3^3 0 而所硏 究的硯 象有可徒存在的条件 
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相应于不婷式 b 

■文应 g 注意，我 ffi 这里所硏究的只条共換板因肚 ， a 有共抿丼不通昧着体 
系就是群」 h 的，在体系內将有 a 弱的,轵率为 v 的强湞振 J 


/ 


\ 
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I 

w 

m 戚少时 , 振动的振幅在万点咸小到零値 。 夜頻率相 反地堉大时， 
振动的振幡沿苕丑五曲綫升山」 

我們所研究过的共振是产生在非殘性振动体系中的_主要情 
况。在更高級的近似中要出現在其他頦率上的共振。严格地說， 
在一切滿足 ny + wu 如=叫 （ n ， m 是整数）的頦率7上，也就是說 
在一切叫/>化 j 亦是整数)上，共振都应發生 D 然而由于 
近似程度的提高，共振現象的强度/以及共振現象發生的癀率区 
域)很快地辣小，以致在实阮中只能覚察到頻率为7=卿以>,而 f 
和7値都不大的典振。 

轚題 

n 

試确定在頻率7叫上之共振的函数关系 Ks )* 

_ 解：在一級近似中 

上⑴； — ⑽（⑽于 0£ 。 

由（29,1> 我們得 到二級近似的方程 

■ 

十⑴ +4* ⑴ + ⑽( 3) *+ 以 (出=-3% ⑴ “ 

笾里，在等式的右边仅仅写出了引婼我們所硏究的共振的項，假定 k 中 

+ ^)f + 3], 幷从三卞余弦的联乘‘中分出共板項；我們便在 
方程的右端得到表达式 

鐵 4(^ 音 >-4 

由此可見，&对 6 的依賴关系，.可 在方槌 （卽, 4) 中用3抑 V /32^ 代換/而 
用代換 s 柰求得，亦卽根据下面的方程来求锝： 

… K # 卜-為忌化 办‘。 

这一方程的根： 

p 

① m 是成該記汗，所节导 m 的公式浃南隹振蟑& : :只及0笼^诚小 u 才是疋味 
的。 事实上，曲綫和 tf 在以后相交于某一点时株完了;当达蒯这一卢吋抿；状态 
魷联“折 断”闹 /" 0 o . ， 






快谏交分:梏中的 g 沩 



-來 




2^ 


T _ _ 

V 


'& 


在圖 M 中以靥辟犮出了 依概笑蕻的特性时 h 仅农^ 

(锚軸）及转段 对& 着稳定状态 .： 」.戌对应于 


3(4 W » a ) 

IxA 


及. 敁， ㉕ 沪 


网个姐。振动状态只在时才#在，幷段振幅旣然^0的状 
态溆远是踗定的,那久为了激發起振础，起姶的“推动”就是必需的. 

我們岍得到 的公式 仅仅在 e m 小时氺正确，如果这时力妁振 m 痛足条 
件4〜 A, 則 e 的頻小性由 A 的微小性来保証， ^ 



S 30, 快速交变場中的迗动 

■ 

下面我們将硏究同时; 处干 不变場「/和随吋間而改变具有髙 
頻^的力 '、 

f =/i cos cd -r / 3 sin ojt (30,1) 

作用下妁粒子的运葡 ( A ， A 是仅权依赖于坐标的菡数)。我們認 
为滿足子榮件 o >^ T 的頻率是“商頻”，式中 T 与質点 K 在不变 
場内运动的周 期同数 最鉍。从数量上講力 ./ 幷不比揚 C / 的作用力 
弱, m 我們假定由这力所引起粒子振动位移很小（以后这位移用 S 
表示\ 

力了簡化运箅，我們先研究在奴俠賴于一个定向哗标的場内 
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的一雑运动。迖时粒子的运动方程式①4 ， 




(n 


从作用于粒子的場的桎質就可事先知道，粒子的运功是沿着 
某一冏滑的軌道移动，同时圍繞着迖軌道(以短率 03) 作微振动。 
因此我們把函数^纟）写成下面和的形式： ^ 


吨卜翊 + 糊， (30,3) 

其中 ⑽ 是我們所指的徵振动。 、 

函数 f ⑴夜其周期&时間内的平均値为零，而南数 X ⑴茌 

oy 

这段时間内突化很小。若在字母上方加一橫表示这祥的平均値, 
則我們有-“ x ( 0,亦卽函数 y ⑴描述由平均快速振动而得到 
的粒子的“平稳”运动 3 我們将惟导出决定这一荫数的方程' 

将(如,3)代入( 3 0, 2 ),幷按 f 的方次展开，使准确到一級，我 
們便得到 

m 戈+ m£^= — ^+/( X , f) + f 0 (30^4) 

在此方程内，有不同性質的，卽振蕩的及“平稳”的項，很明显，它們 
应分$帷这两个組的每一組中相互約去。对振蕩的項，我們写出 

、 ' mi = f { X , t') y ' (30, 6) 

其他項含有小因子 f ， 因而比我們挢写的項小很多(至于微商 L 由 
于它和大的数量以截正比，因此幷不小)。对含有(30, 1) 中之函 
数/的方程@0, 5) 积分(这时量 I 被滑作常量)，我們得到 

^——^- 0 (30,0) 

moy s ，/ 

rr ■■■■_■■ _ 

① Z 不一定是馆卡尔坐标，相应地，系数 m 不一 Sfe 是枓子的苗而也不一定 
势像 我惘在 (30,2)中所假定的那样是常欺。不过，这祥的审明幷 不反睐 在最苞的鞛果 
上（晃后 W )。 

③下面所述方法的思想是 JSHH ^ 皮采的 （ 1 P 61 年 ) a 
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現在，我們来対时間平均（按上面所指妁意思> 方程 (30,4) 0 
旣然一次方的/和 f 的平均値为零，闲此得到 H / V 剖数 X ⑻的方 

程 


m 文 


甚+堪 


dU 

fJX 


♦m 


_ ■ • •• 


最砬我們钯它改写为 


mt ; 


C 


7 Y 〜 


(30,7； 


其巾，“冇效位能”由 


f / 帅巾 =?/+ 




' Art^or 


/?+/ 


(30, S ; 


决定①。将此式同 （30,6) 比較 7 則根容攰滯出，增加的 (較 之缢 V 
來流)項不是別的，正是振幼的平均动能，卽 


、 U_^U + ff. : 〔船， 9 ) 

由此可見,粒子对振动所作的平均运动是这 tr : 进行的，就像除 
了饵定場 a 以外，茲有一个附加的恒定場作 m 着，这附加的烜定 
場对变場扳幅的依賴关系是二次的： 

■ 

所得的結果可以很容易地推广到任意自由度数的 A 广义坐転 
7. 跅楛述尚体系上。对子有效位能我們得到[代稃00,8)的] 表示式 


U 。妙 





p. 




( S 0,10) 


; K : 中，璧 ^ (一般說楽是坐転的函数 ) 枭休系动能的系数叫[見 
(5, 5;] 趼构成的矩陣之逆妞陣元素。 


習 題 

I - 試决定摆的稳定平銜位 ta , 假记楞的嚴;;?:以高頻率 Y 作 

①在”依粗 'Ti 的情 1 下,进 u —畔贼的运算，拫具 i 交公式(即,7〕， （ ao , s ) 







[第五幸] 


竪直振动 3 

解：从 S 5的習題3, o ) 中所得到的拉格朗日函数看出,在这情哏下, 
娈力是 

— m?«v a cos yf dn 炉 

t 选角史代替量因此"有效位能” 

稳定平衡位愆对掩蓊这函数的最:小値^摩直向下的方尚& =幻永远是稳定 
的。在滿足条件 


« 3 V a > 2^2 

的情況下，竪直向上的状态 Op 也是稳定位置。' 

2. 同前題，徂其惫点伟水乎振动 

解：按 P 的習題 3 ,⑹中所^的拉格朗 B 函数，我們找到 

' / = m? ay 3 cos 妒 ， 


于是 



— COS*p + 


%T 


co^^L 



如果則 f =( i 为稳定如果 < i ^> 2 & }, 則稳定位置对应潘 






第六章剛体运动 

§31. 角速度 

在力学中，剛体可以定义为如間距离保持不变的質点所組成 
的体系。实陈存在在自然界的 体系只 可能近似地符合这个条件。 
在一般愦況下,大多数固体形戕和大小的改变非常小，以至于在钯 
固体当成一个整体東研究其沄动規律 时， 完全可以不去注意这咚 
改变。 

为了簡化推导，在以后妁講述中，我們将經常把剛体看作是分 
立的質点集合。这种看法同实 R b 在力学中常把剛体菥成連擠 
体，完全不注意它們内部构造的情况…点也不不盾。从按熨点驭 
和所得出的公式过渡到逋續体的公式，只耍把粒子的質量換成在 
体积元 dr 内所包侖的質量 pdF ( P 是質量密度^然后对物体整 
个体积积分。 

为了描述剛体的运遗，引入兩个來标系：“靜止”嚷标系，卽阍 
桂唞标系 XFZ, 以及固定在剛体 h 幷参与全部运动的运动坐标 
系；^ % = 3/» ^ = 取物体惯性中心为运动來标系的原点是 
此較方便的。 ' 

剛体相对于靜止座标系的位置完全由运劝乎标系的位置亲决 
足。讓向徑 iz 表示运澍系統原点0 而运动系統 

的唯标軸相对于靜止系統的指向由三个独立的角决定，所以同向 
徑犮的三个分量一起，我們共有六个_坐标: a 此可兑，仟何剛体 
都是六个肖由度的力学体系。 

戕們来观察剛体的任湓一个无限小的 r 侈。此泣移可 mm 

h 
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1： 级六华 ] 


1 个組成部分的和，其一是物 

. 体的 无穷小的平移 ，它 使慣 
x 性中心从初位置移到終位 

IV r^f ' 置，同时运劫坐耘系軸的指 

X/fy 向保持不变。第二部是繞 

T jy^f 慣控中心的无穷小的 

^ Xi 它使剛体到适最終位 SC 

- : - — Y 剛侔的任意一点尸在运 

^ 动坐标系統中的向徭用 p 表 

,S 苯，該点在“靜止系統”中的 

尙徑用 t 栾表承。迖样， P 点的无限小的位移 dr 等于同慣佳中心 
一道的位移加上相对慣牷中心轉一无限小角吋妁位移 
[#_1][見(9，1)]: 

dv — dJt 4- 0 

用进行这一位移所需时間心除上餌的等式，幷引入速度 


dv 

4t 


dR 

一 til " 


1/ 如一 o 

’， I * 一％ 


m ， i) 


我們便得到它們之間的关系 

v ^ Y+ltDlo . (31， 2) 

向量7是剛体惯性中心的速度， 叫傲剛 体的平移运动速度。 
向最幻叫做剛体轉动妁角速度，其方向(和知的方向一样)与轉 
动軸的方向相同。由此可見，物体任意一点的速度(相对于靜止艰 
标系）可以用物体的平移速度和轉动角 速戾苯 表承。 

P 

必須着茧指出，在推辱公式 (31,2) 时，坐标原点就是物体的慣 
性中心迖个特殊倥質沒有用到。以后当我們計算运动物体的能最 
財将說明这样选擇坐标嗦点的优越性。 

現嵌跟設囿定在剛体上的臾転系統的原点我們不选擇在愤性 



[ SSi :] # 浊度 ' 

中心0,而在 9 G 点栩距 《 的某点 V 。这系統原点 O 的泣移速 
度以 F 表示，而它的轉动角速度鸬表示。 

讓 我們柬 新来否剛体的某点，幷以 f 義示它相对于原点9 
的向餌。 . 抓么 r r f -!- ct ，代入式 d ，2) 則得 ■ 

v ^ y+ lOal ^ [卩，]。 

I 

另一方面，按照 V - rn Q } 的定义 A 洁有 t ^ F '+ W〆 ]。 所以我 
們得判轱論： _ 

F，= F+ [ 打 a], Q^Q 0 (^UK) 

其中第二个笵式很踅要。我們汗到，荏 fr - 时刻，固定在剛体 
上的呢标系的轉动角速度究舞~唄标系无关。所有迖祥的势标系 
在同一时刻鞔溏订和平 ff 的軸以絕姑値相同的速度公轉劫。这 
种愦况使我們有理由称公为剛你本身的轉动角速度。而平移的 
速度婼然不與科迖神“絕对”性赞、、 ' 

由 ㈡ 1,3) 第一个在式可蒋出，如对带栎原点0作某稀涯擇后 
vmn (在該时刻)相互垂直，則15們（卽 P 和分)在相对任何其 
他原点 W 来确定时也江相垂直。由公式 (31,2) 看出，这见物体旳 
一切•質点的速鹿 v mm-^m ——:總于 o 的平面内 。 mu 
总坷错选擇这样的原点 o r ® ,它的速度 p 等于零，这样剛体〔在 
該时剖)运动舍是圃禕通玆 a 点的軸的純粹轉迗軸称为物体 
的瞬时轉軸$。 

以后茨們将永远假定动咁标系的原点逸擇在物体的惯牷中 
心，问此轉:^帕也逋过玆个中心。一般地說，在物样运遗时，沒妁 
絶对値以及 轉动軸 的方向•驗变化《 


印 」:1 然，沦可物#体识之外。 

■?■:' 4 F 和 Q 不芦相笼商的一般馆况下，可以透择樂标原戍，使 v ^ m n 五格平 

fr ^ (在^ 时剞) 将力檻某顿的稼动 A : 沿 _3 S 轴的平稃之总合^ 
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削体运动 


[ 第六聿 1 


§32. 慣 量强置 

为了計算剛体的动能，我們把_体看成分立的質点系，闲而我 

們写 

r=：s 誓， 

此处是对組成物体的一切質点取和。为了簡化公式的赛写，这里 
以及以后我們都将洛略 i 給这^質点趨号的指标^ 

将 (31 ， 2) 代入此式，我們便备到 


(F+[jQr])^2 f tor} + S f C^r] 




m 体各点的速度 f 和 p 都是 一# 的。所以在第一項中， Y 可 

搬出求和的記号，而 2 m 是物質的質量，我們用押表活。对第二項 
我們可以写 , 

、 V 

2 mVlQrl mrlVQ }^ itQ^mr , ♦ 

由可見，如果动坐标系的原点照例选在慣性中心，那么这第二項 
等千零， 因力迖时 S ^ r =0 o 最后 T 在第三項中展开向最积的平 
方，結果便找到 

- ( Ory }^ (汜，1) 


迖样，剛体的劲能可以表示劳两部分的和。 (32,1) 中第一項 
芳半动动能,其形式和全部質量都集中在慣腔中心时的形式相同。 
第二項是以角連度打繞逋过慣桂中心軸 的邊劲 动能。必須强 
調指出，之所以我們齙把动能分成两部分 ，完 聋由于我捫将固定祐 
物体上的坐标原点逸擇在惯锉中心上的無故。 

把轉动动能改写成張量形式，卽将勃能逋过》*，公的分量〜 



"iSl 


It 


A 来表示我們有 


惯亀張量 


r v 


«p 


2 


S ^ — QiXtQ ^}= 


= V 2 m {Q^dr^ - 




I 

一 — 2 _ 


2 ^ « 心 一 疋而） 。 


这服用丫报等式其中心为單位張量 ($ 的分兌在 
时等于1 ， 在# &时等于嚣）。引入張量 

= E ^ (欠免免 一 聊山 ；y V2 ) 


_便得到咖你助能的最后表迖式力 

- 4- ^ li ^ Qi^k 


S 2^) 


从(32,3)中减_位能后可得到剛体的拉格朗日雨数 

[= 誓+务二 


路 4 ) 


位能一般説米是决定 豳体 位置的六个变 i 的靣数。例如，恨性中 


心的三个卟标和相对于靜止垡标軸确 定动唯 标軸指向妁 

h 个角度:： 

» 

U 称为物体的轉动憤麗張量，或簡称为 價置張 由 
定义 HTf 可見是对称的，卽 

i^-Iuo 说， &) 

为丫淸楚起 U ，杷它的各分最明显地列成下表： 

/^ ™ (r + c 2 ) -2^^ \ 

J；]t -I 一^ /myx V Smyz L 

\〜X2 / 


⑦在本 4: 中 用宇母 i. A:, : ^nJM n 3 三个値的张童指鉍。間 w 托处都座 
用 LL 知的取鞀捐則，按此規則东和的記好雀硌了，重复的指标(所邵$指柘:沾菊味若 
对I， 2 , 3 三个旃取 W， 9 ikt A^i = AB 9 伞如尸 显柄啞掊 h 的表 >y 油 
可以仔尨改換也是不耍和玆式中运用的其他强最指标亥示法承合:.。 
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分锾 h H 有时餘海栩对 T •对应軸的轉劫慣量。 

秘然，惯显張贷可相加，也耽是說一个物体的轉动惯最等于它 
的各部分轉动慣量的和^ | 

-苦剛体可以看作力逑續体*則在定义 (32^) 中的和应該 m 肿 
物体体积的积分来代替，卽 

d 7) 

和所有的二阶对称張量一祥， 适:当 地逸擇 * J ., ^三雜 Mr 
方3， 慣量張 量可化成对角形式。这些方向務为惯1主軸，而相应 
的银量分量的値称为主轉动惯篮，幷用 h , 表示、 3 H - 备 
軸玆样透擇时，动琦能的表达式特別簡 眾： 

：/ f DP - i c (32,8) 

应該銳明，主轉适憤量中的任一个都不能大千其命二个的和。 
键如說， 

n 

Ji + Js 一 2 叫（鵠 + + 2 ； 4) > 2™(^-rai}! (32,9) 

三个主轉动慣量互不相等的物体叫做不对称陀螺。 

‘果兩个.主轉魂惯置相等，則剛体4做对称 m 
嫌。在这种情况下，萑苧面％心內主軸方向的选擇是任意的。 

如杲所有三个主轉动惯量都相等，則物体叫做球形陀螺。在 

•• 

迖种情 况下， 三个慣量主軸都可以任意迭擇:可取任 意三个 栩 im 
直的袖诈償置主軸 a ' 

如银削体具有某种对称控,則惯釐主蚰的寻找就要咨舄得多。 
显然，慣性中心的位置和慣量主軸的方向应該具谷同样的对称性。 

譬如說，如果物体具有对称平面，那么慣性中心应在这平面 
内。两个憤跬主軸也夜这平面内，而第三个則垂直于此平面。这 
种情形最明显的例子是分布在一个平面 ㈤ 的質点体系 c 萑这神情 
呪下三个主轉动慣量之間存在着簡單的关系。如‘选取休系的半 



[PA ® 里强董 ^ 

面作为 平面 %%,那么，由于对所有的質点 ^-=0, 我們有 

mft , 

.' (犯，扣, 1 

如奶物体具有某級的对称軸，則慣性中心在这軸上。慣性主 
軸巾之 一-和 它 m 合，而另外两个垂直于它。迖时若軸对称級数大 
于二，則物体力对称陀螺。事实上，毎一^1、(垂直于对称軸的)主軸 
可以旋轉一个不等于 iso 15 的角，卽迖些軸的选擇不是單値的，而 

I 

这 r 有在对称陀螺的愦況下才可能。 

沿遨吭綫分布的粒子体系是一特蘇愦况。若迹取这条直綫作 
軸办，那么財所有的質点所以两个主轉勃慣 1景相等， 
而第孑个等+零，卽 

Ji = J a = 2^, J 5 -0 o (S2,ll> 

这样的体系咚做轉子。轉子和任意物体的一般情汍不同的特殊性 
饩在于它只有相应子繞軸％和办轉动的两个（而不是 H 个:)轉玷 
自而度 -說疽鉸繞& 啬轉动 显然是沒有意义的： 

最后，再作一点关于計銶慣最張量的說明 t 尽管我們是相对 
以慣量中心为原点的 坐転系 鏵来定义迖个張置[基木公式(把， 3)R 
有在迖种定义下才有效],但为了計算它，有时預兜計箅相対于另 
一原点 0 f 所确定的类似張量 ! 

l \ k = — ^ Wk ) 


能还史方便箜，如果距离 00 f 由向量 a 决定，則 r 二，: 

= a-l f %; 再考虑到2饥 r=0 (按照点0的定义、，我們便找到 

V 1 

江而)。 ( o 2 9 12) 

按此公式，如果已知耍恭的張景 Jo 就很容场計 fTi^ 




1^4 


m 体运动 




習題 

s 

1* 把分子看作相互間距离不变的粒子体系，試决定以下几神情况中分, 
子的主轉动慣最： 

(a )佑分相在一直縵 h 的原子組成的分子 a 


答： ^ ^ a m ^abf 1 #=^， 

烊 tt=f & - 

其中是原了質董， U 是原芋 a 和 b 之間的距离,求和是对分子中所有的 
原子对进行(在 ifl 中，毎一对 A &之値只出現 D* 

对二原子分子，这和縮减为一項，我們锝到早就可以看出的結果一…两 
个原子的折合質量乘它們之間拒离的平方，茚 


I i^h = 






C 6 ) 形状为等腰 三角形 的三原子分子(圓昍） & 


答：慣性中心在三角形的商上，与底相距 = 轉动憤量为 



S 96. 圓 37. 

(K ) 因原子的分^于，原子位于正三棱錐的各頂点(豳 37 )。 

答：性中心位于三棱錐的高上，与底相距轉动 m 量为 


7 t ^= I 2 = 3 m ± ^^ Zj — 

当巧財， h = aj ?, 我 f 3 得到一个四面体分子，其轉动償置为 

= Ij = 布 。 

2 -試决定連嫌均匀体的主轉动憤量。 








im 


U ! 提为 i 的細棒。 


答: 


! ^ =[ ^ = 12 "卩， 


J 3 = 0 (枰的粗細忽略不 卄 h 


为 K 的馀。 

» 

客： ■ /i —/s = ^3— 


IH _. - r 冗为 n 高为 h 的 岡拄, 

答： 设+咢)， h-i ^ 1 

A 圓柱的 軸)。 

(t ] 笾:々 a , b ， c 的長方休。 


答： &盖⑼十 ㊇ ， 7 户 的， ，广(々…… 


C 軸.4,〜 A 平行于5个边《■， b f c ) a 
i .^ n - lh 为高 R 为筘牛抒的四錐体。 

解：■卽先求相对于以錐頂为原点的輪 〈阖 
糾)的張吳： 运箅往柱坐标中很容易进行， 
并給出 

香： i (竽+ V )， 

簡取的运淳 指出，觅心 位于錐体的軸上，与頂 

I 

点钼距: c 」 :H 极促公式 ( 33 71 2 > ii 后得到 

L 6 = Z : — 一 = 品 < K 3 +^ ) ， 



(fM :} ：1 f ^% ja 7 b 7 C 的三軸體球。 







n 队 


解：慣性中心同踣球中心茧合， mi 尘軸同橢妹的舢屯&坐祕赍換 
. m :, ^= hrj y Z 二 M ， 能变揽球表面的方程式 





+ ：2 ^ 1 



为眾位妹表阖方程式 





撕体运动 r 篇六章] 


我們 m 这个变捵可将对梅球的体积积分{伪对球的体积积分* 

于是,我到相对^軸的轉动憤置 

/] = p [ JJ ( y % +#)dxdy d ^~ - 

;卹 kJJJ (&V 十即） 成咖必=咖 -g- r (b 3 + ， 

其中 P 是單位球的轉动饵置。考虑到橢球体积等于 4 ^ abc / 3 , 最 G 便得到轉 
动慣量 ' 

/-I ― ^-(E> 3 + c £ ) f 7 & — 9 Zi = ^(a^-f-J>^), 

3. 試确定作槪振动的物理摆（在重力場中靜止水平軸附近摆动的固体） 
_乳 

解：設；是 从慣性 中心到轉动軲的拒离，而 A 心 7 为馏量主軸和轉动 
铀之間的夹角。从 m 佺中心作一垂直綫到轉軸上，把这 条綫与 聚直方向所成 
的角 P 当作_%転变量。慣性中心的速度是 F = Z& 而角速度在值量主軸上的 
投影为心分 COS A 当認为角9很小时3位能可以写成 

U=ftgl (1 —cog 穿)岛备 ugl^p 2 & . 


所以拉格朗日函数 

_ 

上=」 酿 k + hcosM + J ㈣ 叫 沪一 气匕#。 
法此 对于振动頻率我們有 ' 


nffl _ 

㉟+ J ^ok^a^l 2 c ⑽ 3 jS + Ifl TOs-^ a 



」 4. 求圖39所表示的体系的动能， 
同丄 Ff 是均勻的長为 f 的紬杆，相接在2 
点幷可以活动。杆^ (在圖面上)繞 ( > 戌 
轉动，而杆的 I ?端沿…軸潸动。 

1解：杆的慣性中心 C 位于它的中 


点〕的速度是好/2,其中*是角凡所 
以杆 0 Z 的动能 


¥ 





問 邠、 


^是一贿的 質量、 





惯咳法鼂 


87 


杆』7?的慣性中 心的 笛卡 尔坐栋： : 
杆的轉动角造度也等于 t 所以它 的动能 

体系的总动能 


：)t 

~2 


^ r =^=— sinflr ^ 因为此 


^ <X a + T s ) -I- ； -^ 




"O~ 

■ > 


(i +3土»妒 


u _ l ^ \ 
Vl'j 


板椐習題心⑻代人卜 

试求沿平而滾动之圓•性 i ■半控.的动圆柱質跫按谇积的分布 
使慣置)=_軸之一平行于画柱的軸，丼勾軸柑距 
心 >相对芑个上軸的轉动慣量为~ 

解：从圆柱的:遵心到 圆柱 軸作-蔸綫，令 
难綫朽幣赶錢之問的角为？■(圖收)。 H 3! 往的 
运动在每一个时刻都可以看成是繞豳时軸的 
純粹轉韵，龉时軸与 圆注 同靜止平面的接触綫 
是寅 合的，这个轉动的角速度是全總 一 ，平 
行軸的轉动角速度相等)。憤性中心与瞬时軸 





m 40. 

,^， _•__•• -»___• ^ . j _■■ 1 1 • 

fj-v 0 Jfj 


相距 V _ ^-\- Jr ^2^ fin ^ tp , 所以它的速度赴 P 
动能 

p +4 -沪。 

試求沿着圓筒 ：宇 徑为扪 
内表面瀘劫的均勻圆柱（，徑为 <0 
的动能（阖41)。 

解：設>为两圓柱联心錢秈轻 
盘綫問的 夹角。 滾动冏注的慣性中 
心在軸上， 其速度 是 W 0 
現在來計算它 檁瞵时 軸的純轉劫的 

角速度，瞬时軸与两圆柱的接触綫是 苋合 的。这角速度诠于 

. E-a 

rt a 

如果卜 是相对 干阎 扛轺的轉动惯邡久 

<n ^ J ；； ( E - ^)^ 

b M Vfr 







期体运动 


[第六章 ] 


取自第項， ㈨: U 

試求在平面上滾动的均勻圆錐体的 动能。 

解：以0表示囫錐体与 乎面接 触綫同这一平商的某一不变方向之間的 
夹角〔躕 4 ^慣性中心在圃錐軸上，其速度为 心其中 如是阆錐 

j 



頂点6^張角，而 a 是慣性中心到湏点的距离 3 我們来計算^时軸 ( M 的紙 
轉动的角厳： 


愾置主軸之 一( 々軸)与圓錐軸相重合，另一个⑻軸)难道予 ® 錐軸及綫似。 
这样，向 * O (平行于山 I )在慣量.主軸卜_的投影是 Q 血 * 0, Q ⑽ I 結果: 
找到#「要求的动能 



+ a. 如 + g - tf 5 = —^^i9 a {X^5 cos? oi) 

2 i of <10 


l > 是膊錐之高 ， L & a 取自題 A U ) 



心求均勻溷錐的动能。它 
. 的底沿平面滾动,而頊点与平面 
的拒离始終等于底的半徑(因而 
r 阅錐的軸平行于平面)。 

解: 設角$为平® f _ b ^ 定的 
方向同圆_在平面 ji 的_影之 
間的夹角(圖如)。萃样，慣性中 
心的速度 r =^ 〈符 岢同題 7) & 


辞时軸是5晌圆錐与平面的切点的撣錐母綫 oj 。慣性中心与此軸相距: 

aftb a ? 





剛体的冲里矩 




向意《在惯置 i :_ 軸.的投影(迸 擇軸心 难直于綫及■錐軸 ） ：6 
f > ? 所以 ，站能 



C ! CS ^ 
2 


> + > 十替〜 ‘3 》(士 H _ r 


珣勻的二軸楠球繞自己的一个軸 _」 S ， 圖 44) 旋轉讲 HU 軸木身 


X 繞4它萌盘幷通 过椭 球中心的67?方窮 雙动。 試求楢球的勃能。 

解：以 c 友繞軸 gi > 的轉角 ，而④ y ^ mMiAB 的轉角 ( CD 与吼 g r 』 S 
的馈足軸 A 之問的夹角）。这样， O 在慣置軸上的投影为 

& ^O.s q^ y 0 tiin 


〔軸 h 与」" . 旣然与椭球中心相合的慣性中心不动，所以劢能 

" 、厂 ） tp) + — 1 ^ 0 

■ _ . 



问的題，假记軸 j /? 是阉斜的,而椭球相对于这个軸是对麻的（阅 

45), 


解： O 在』 JJ 軸及在其他两条与垂直的慣 董主軸（它 們可 M 任意选 
搾)上的投影为 


0 & coy a s ' lt : q^ y P 十 Ssina 。 


瑚能 


T -~ eo ^ a * 6 ^- r ^ (古十 3 -sin a) a fl 


§33, 剛体的冲; t 矩 


我 們知道 ，一 个体系 的冲量矩的大小与决宠冲暈矩所相对的 
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■ _ . r _ _ i . .«■•— r^ra —. ^ 

点的遝擇有关。夜剛体力学中，最合理的是把这一点选在运动坐 

标系的原点，卽物体的 m 性中心。以后我們用财表示途样决定的 

冲蛩矩 0 ， ( 

按照公式(9, 6) t 当把坐标原点选在物悴的慣性中心时，它盼 

矩 M 就和只与物体各点招对于償性中心的运动有关的“固有矩” 

相同。換句諸說,在定义中,应該以 [ Dr] 代 h 

* 

M - lr iQr ] ] = {^-O - r {tQ) > , ， 

成用張量来表示： 

Jlf 产 (xfD t - ^ Q k 2 一 

最后，考虑到慣量張最的定义 (32,2) ，最后得到 

M 产 H ( 33 , 1 ) 

如梁心 ，私 ，办三条軸沿着物体的慣量主軸，那么这个公式就 

給出 

= Alf ,^= .IaQsf c (33,2) 

在球形陀螺的特殊情呪下，所有 H 个主轉劫慣量都相同，我們 
有 

M ^- IQ , (33,3) 

卽矩向景与角連度向量成比例，因而与角速度有相同的方向。 

I 

荏任意物体的一般愦呪下，一般說来，向惫 M 与幻的方向不' 
同，只有当物体繞某 一mi 主軸运动时， m 与 n 才有相同的方 

現在來看不受任何外力怍用的剛体的自由运通 q 我們将排开 
不引起兴趣的等速平动，因而所考察的 R 是物体的自由旋轉。 

与所有的封閉系統一样，肖由旋轉物详的冲量矩是一个常董 d 
对于球形陀螺，条件 J/= 常数。簡化芳 a = 常数。迖钪是說，繞 
固定軸的等速轉动不过是球肜陀螺的一般愦咣 3 、 

轉+的情況同样簡單」这里.也逛 M ^ IQ , 而且向蛰没述垂 






莳于婢子的軸 。 所以轉+的 3 山旋轉是在一个平面. h 繞乖庇于此 
冲 [ til 的方向轉功 。 

诞決定更尨杂的对称阳螺 
的诌 山轉动 ，冲贷炬守恒定汴 / 

攰足够的: k 、 

利 m 主軸而，忠八甩尚 r 陀 
螺对称軸心)选擇的江: e 性，我 
們选取軸 a 难苴于由常句处 
況和軸心的瞵时位設所决定 
的平面。 这时 .叫2=0,而从公 
式 (32, 2) 可知込亦等于0。 

这就是說，向垡览，0,同陀螺 固4# 

的价!壬何时候都在同 一- 平面 hm 如)。沿此同柞可骷出站論：陀 
螺軸上一切点的速度 n lOr ] 在铄个时刻 都:酎 上述-个:面，換 

4 

句諾說， K 螺妁軸等連地 C 見下面)綠方向 M 旋轉，棺出一个圆說 
(所晶陀蜓的 IE 規进动 ; c •进动的間时,陀螺本身还繞 U 己的軸等 

速旋轉。 _ 



迖两 种鞟 递的角速度4难用 B 知的冲量矩的大小忍及陀螺 


蚰对观方叫的榀角5来表示.陀螺 A 轉的角速度等于向觉卩在 
此軸上的投髟仏，卽 



f / 

^ . cos 0 

-^3 



兔了决定进动速度应 :^按 照牛行四边形的法則把向量口分 


解为沿 A 赖和 ilf 的两个分量：第〜-个分婿不能使陀螺的崎出任 


何移动，闽此笫二个則給出要尜的迸动角速度。由圖 46 叮知， 
sin 夕 A 卬 = 岛 _ ，又由于 Ch = H sin 0 ； 1 \, 于是我們得到 

. M 

- Oj〆;1 丄。 





拗体运动 




陬体迗动方程 


由于剛体夜一-般情况下有六个自由度，因此在〜般的运功方 
程組中应包含六个独立方程 3 我們可把$們写成确定剛体的冲惫 
和冲量矩两向 i 对时間的微商的方程式。 

把組威剛体的每个質点的方程彡 ( p 是冲而/是作用 
織点上的力 ) 相加就可得到这鸣方程式中的第一个，引入剛体的 
总冲量 、 

p=jp=^r 

和作用于其上的总力2 f - F , 我們得到 


迅然我仍把 P 定义汝所有怍用芘每一粒子上的力/的总和， 
其中亦包括寶点間的相互作用力，但实陪上包含荏尺中的只有从 
外源方面亲的作用力。所有剛侔木身的粒子間相互作用力瓦相抵 
消，事实上，连外力不存夜时，作为封閉系袜的剛林的冲量应該守 
恒，卽应当有 

如果汀是剛你在外場中的位能，則力 芦可由 位能对于剛体惯 
性中心坐标的微商来确定： 


^ =—— - 


dU 

~dW 


(34, 2) 


事实上，浩剛 体带移 时，它上面每^点的向徑 ir 也改变迗么 
多，因此位能的改变 ^ 

5I/-S Sr- -F- = - ^S/= - 0 

3 r Sr 

由于这个原因应該指出，方程式 (34, 1) 也可梓为相对于慣性 
中心坐标的拉格朗方程 


— 祕2/= 


m 洚运劝方权 


m 拉格 m tnm 数 (32,4) 推出，对干拉袼朗 tr 函教(奶，々， 



jaF - F , 


ar . 



F 


观在我們来推导第二个运劫方程式，泡确定冲盈矩观对于时 

* _ 

m 的職。 为了簡化推导，选擇“靜止”(慣性的)計縣統，使蜊体 
的银性中心相对于它兹該时刻靜化，是比較方便 的。 根据伽利咯 
相对性原判，迖样求得的毡动方辟式在任何別的愤拽系铳中&邨 
是正确的 
糊有 

.• 

r rp} - ^;rp] -h >'lrjpj 


由十浹們对訃算系統所作的选撢〈卽在其中 V -- 0> ，★在 該时刻相 
速度相等。旣然 M 录 p 和 Put ? 的方 M —致，那么 [f ^]- 

* • I P . k 卜：子 M 、*_» 〆 

再把泠換成力/，最活可得 


dM 


夂， 



(抖， 咩, 

[ r /] 叫做 / 的力矩 T 囡而 尻 是^有作用子剛体上的方 
矩的和。就像总力^一祥，在和(34,4)中实耘上 U ® 裏#虑 外力; 
根据冲凝守恆定律，封閉体系杓 部的作 用力姐之郝座当鱗 ••, 
-一般說采，力矩像冲量矩一样，毖賴千坐标原点(力矩栩对子 
这点来确定)的选擇。在 (34 J ) ，（财， 4) 中力矩是相对干剐你之增 
性中心前确定的， " 

当把噔耘原点移动跖离^ H j ^彳你赞点的新向徑 r ’ 和旧 向徑 
r 的公系 ^/r =，+ a 。 所以 


K=IT+E>ia, 


或 


(M 7 5 ) 





14i * fW 体运以 I ： 祐六窣 ] 

■ __ .__ •■ 一 . .. . ^ •• — 

由此可見，如枭总力，=0:迖时我們說 "力偶 ”作用于剛体 _ b ), 那 


末力 知的火 小将不俠顆于啭転原点的迭擇。 

方程 (34 ^)可责作相对于“轉动带标”的拉格朗日方程 

^ - dL - 

dl B<p ° 

專实上，財向量的分量釆微分拉格朗 B 函数，我們得到 


dl 
■ _ • 






Q 


当剐体轉一个无穷小角 Sp 时，位能的改变等于 


SU 

治此- 


= — V / Bpr ] = - d ^ irf }^ - Kd 9 , 


« 


K - 


dV 




( S 4, G ) 


因而 


3 L SU jr 

却 Ap 


假定向量 F 和灰过相乘直，在这种情呪下总可找到这样的向带 
心便得在公式04 , r >) 中 变成奪 ，于是 

m , i ) 

词 时《的选採不是單値的:增 加平 行于 P 的任意向量，等式 (34,7) 

I 

幷不改变，因此，条件犮^ 0在动坐标系統中給出的不是一个确圭 
定点，而只是一条确定的直綫。由此可見，当瓦丄^时，所有附加 
于其上的力的作用可归結为沿某一确定直緣作用的一个力^ 

値得注意的是， 均每力場的愦/兄就是如此, 在均勻力場中，作 
七在 質点上的力有/=必的形式，其中私是描述場的牿性妁不变 
向骨，而量 e 确土質点相对于該場的特性①。在茲种愦況下我們 

I 

有 . 


①例如:在均勻电琚中，£是电場强度，而 /是粒 子的电谢;在均勻童力堪中 ， E 
是屯力 加速度0,而 P 是拉子霣虽 m o 
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1 F-E^e, K^l^er*E ] 0 
假妃心 = 汰 U 入 ■ 个向 Mn , 圪由公式 

r 一2>»* 

r °- 玄7 

触:，5$时，乂、 r 总力知我們樽货 n、_ 面簡單的表达式 

i^-[r 0 ^] p i>Ln) 

由此可見，‘1剛体納娜中 ii 动时,場的影喻们結为一个“附加” 
于向徑为^;4, 8) 的点上的力 f mm 0 貧点的泣置完全由剛•体 
本辟的性贸决定,如在 第力場 中它~剛体的沿鞋中心束合。 

§35. 欧勒角 

前面 id 經指出，为了描迟剛体的运动可以刹 m 它的惯件中心 
的 H 个盥标和相对子靜止坐标系 XV Z 闽定适勒也.転系的 

的指向的4个角。所謂欧勒角 m 作这三个角常常是很方便 
的。 

I 

th 干現在我們只叉心屯耘#間的宪角，闵此我們把两个屮秘 
原点选在一个点上(:職 47) b 运动平面与不动平面 . xr 奸 
豉称为节綫的一条直綫上 （_ 47中的 av)， 节綫旣垂庶于軸 A 

又喊于帧巧，我們逃探卞妁芷方向使之符合向贷积[娜]的方 

， 

向 (iPl^Zy X., 是 _ Z 和 A 方向上的單位向 M:h ' 

作为确定軸 A , 叱梠对于軸 X ， r , z 的位®的角我們利 
用下列三个角：軸 /与軸 仏之間的夹角 化軸 z 与軸万之間的 
夹角…铋 w 々秘 a 之間的突角角 p 和4分別在按螺旋法 
則所确定妁總軸 z 和軸听方向上:京計銥 ，角# 可取 从锯到 二的 
一切数随，而角 p 和4可取从0到 s 的一苟数値①。 

— 1 —- , * ^― ■— i 

d > 角庶，和:芬別是 a 方向相对蚰 x, r, 2的搔角和方位角。同吋广 
^n 分別赴 z 方 A 祁对而、巧、 a 的榭角和方位和 c 

irJ 






m 打. 

現往逋过欧勒角和它們的镦商來表达角速度向 : s : a 在动軸 
r J： , 办上的分最 a 为此，必須把角速度 么心々 投財到这呰軸 

上来： 角速度6沿着节綫的方向，因而它在軸^1，〜上的 


分景负 ■ . • 

Ox =0 cos 0 ^= — 汐小，沒 3;0 口 

角速度6沿着軸么的方向，屯在軸而上的投影等于 “―祕&， 
而在毕瓸3^上的役影等于^ si p ^ ' 把后一命役影分解为沿釉 

c 和軸 a 的分置可得 

sin sin ❿=少 sin 沒 cos 屮 3 


染舌，角递度4沿軸呤的方向。 

集合所有迖些沿备个軸的分景，我們操到 

■ 

— q> am 0 sin ifi^rO COB ^ , 
i ^ = ishx 沒 cos 小 “ Jsin 屮， 

cos 沒 + 中 o 

細果选擇軸范 l , 办，仏沿着剛林慣量主軸■，那么将(站， 1) 代入 



(. 我們就#到 m 殴勒货来表示的 m 动功能, 

，奸 ㈣ :謀 h = j ^ i ^), 經簡單的运銪后我們求齡 


fr 


2 


Ui /^ O - hO 2 ) 





应3 指出 ，利用对称陀螺惯迸 生铀 ^逃擇的江■意悴，这兮 表# 

式也可以很簡地得到。如裉認 力軸心 和节軸梠合， 卽 ^-0, 

那太对 a . 速疫分.设我們有鮪單的表 a 式 

£) x ^-- d , 0 2 <p eia 0 r Q^^<p cos & + 屮。 ■:: 5、8 ) 

作为位扣欧妫角的一个簡單例子，我們用屯来决定我鹊 l 經 * 
知逍的对称陀踝妁 h 甶轉动。 

■ 我們选擇靜止尘标系的幺軸茌陀蜾的恒定矩 M 的方 N 
站卞标系的軸 h 的方向沿陀螺的軸，而軸吻荏給矩时浏假恙 
軸祀合。迖吋借叻公式〈35,3)，我們泶得 iff 的分量 

■^ i —? i ^ i —^2 '^ ^ 1^2 =二了 1 屮 sin 6， 

I ^ Qx \ J -(9? cos 0-\-^) a 

另…方邶，旣然軸 n 彳节綫)垂阬子軸趿以我們有 

M, - 0, M^a& ， M ： i ^M^0. 

他这两种表示式梠等可得下列方程： 

P ;0, Jjfp --- M , I：*(/p cos 0- b ^ ) — A 1 cos *j :: d 4、 

m 方极給出卜常数,卽陀螺軸对 方保妁 傾角不变 < 
第二个方涅 賦定 [莉「郎， 5) 嗷合]进动角速度錕心箄 
三个方程硌定陀螺3轉角速度 Oz = Mcos e ； I^ c 


'么 


1 ^ 




習 題 

■■■ 试和分 > 端点不动之茧陀螺迗动的問題(囤 4 S ) , 

解：把远动邛标系和靜止坐标系的咒闆原点选在陀螺的不劲办 G I而 
齡 U 沿竪适方抑 （圖 4S)。 在 m 力^中跑螺的拉格朗 h 臟 




% 剛体运动 [第 六韋：! 

i =令(勿 + ~\--- Oj ^ + f > CO ^ i ^ P —叩 i POsG 

i 是从 ta 性中心到下端点的钜.萬） 



I 

々和 ^是循环坐标 3 所以有两个运动积分 




8 ? 


= (0 + 6 COS 沒）；常敛 = W 3， 

-(/i sin3 5 + 竓 oos^= 0)^-u 以娜 9 =常数 


<D 


( 2 > 


这甩我們采用了符号 G = 4 + 〈置仏与仏是相对 O 点所确定的轉动 g 量 
分钊在軸 h 与軸 Z 上之分置） & 此外，还有能董 


K =音(和 4- ? a sin. 3 0) + -y- (^ ^r 9 2 + cod 9 


(3> 


守恒 


从方程 （1) 和 （2) 可求得 

二 _ M z - M ^ co ^0 

^ % ^ /, sin = ^ ° . 

借助于这些等式从 （ 3 ) 的能董中除去4与4我們便得到. 


(4) 


(5) 


E ’；^ 办 + 〜肿 ⑻， 


这 ffi 采用了符号 





欧勒 A 


：149 


E ，- 二 K 


m 

2 l ；； 






_ d —馬 樹州 

^B.aa . ■ • ■ •— ••- • • • 

2/ 1 « in 2 } 


::！ j' 


ff) 


( 6 ) 


Mem ： •: ; 幷分离变梵可得 


^0 



( n 刪>(枳 

(_;.__沿脐岡积分 )<> 芄次负 T 和+ 邛借羽于方程（幻，_;厂___土成积分形式的设 

巾角$的变化 士⑶ 决定 T .^1: #数 h 神 ( ah 迅 

V ，:夂' 时;; |5^^0及迚趋向 +- ■，而在这两个姐之問它經过.■-裊小 
因此，方程式有兩个它們也螺軲对竪直方向偏角 

- m & i 变到匕时 7 ^ m 4 > 改变不改变符兮,要沿左 i -， m 在 

钍个范阐内改变不改变符讨。在節二种情 f 卜％咜螺軸較敁赶方向眾調地迸 
逆， w 时」： r 振动（所謂章动 ] ■叫〜邱淺是沱螺軸在以沱皞不动点为中 
心妁球以 Wi ■划的叩迠）。在前■•-种淸祝下，在两个界冏〖:进动方向相反，所 
以坨蝾結將:繫直力向-旋鞠:, M 吋描 画出 許多圈 （週 收，心， 獅 ，減心，^ 
的値3巾备-个 u 差 A -馬⑽0的零点噩合 ，則在相 应的界 [3]. ! j 和气同 
吋 m ■，所以陀螺軸描画出惯圖所示的秕述 .' 





2. K 求陀螺繞竪直軸稳定轉动的沿_爪 

解：：吋 3 軸々 和齡 z 相合， P 是 n - o 。 如果 6= o 对 


应 L 数 「獅⑻ 的最小値:那东繞这今軸的轉动将 7 HC 的。：: P 很小时 






啪体运动 


[紫六幸] 


我們有 


V , 




2 


) 


% 


由此求得弟件辦> % ㈣ 或 


4 JV 逆 

^®5 ^ I 匕 


3 . 当跎螺的自_能比它在重力場中的能量大很多时(卽所_快速陀 
瞟)，試确定它的运动。 

解：在-級近似中，如果忽略重力場，那末_軸将繞短鉍的方向肖由 
进动〔在現在这种情涴下对应着_的窣动)，根据 (33,5) 章琐角速度 



a 


M 

A 


在更高級的近似中，出現矩 w 繞 
竪直方向發授地进动(圖50:。为丫决 
定这进动的速度我們在一个章勃周期 
內来平均准确的运勃方程 (34 ， n) 


dt 


K 


a 


作用在卩 S 敬 h 的重力的距等于 K = 
= td [ n : t g m ] ,其中 ” 5 是在陀螺軸方向 _f: 
的眾位向量。出于对称饨的考虑，很眾 
.然，按 a 窣动II錐”亲平吃 K 的結梁不 
过是用向置 A 在奸方向的投影 COS0M/M 来代卷向贵 n 3 (a 是 M 和陀蝾 
軸之間的夹角 K 赵样一來，我們便锝到方程 , 


dia 


cosa $[0 M ] 


o 


它表示向量 M 繞 g 的方向(竪直方向)迸遨，其平均角速度 

〜 p 〜如削 


31 


9 


I 2 'i 


(較 很多） p . 

在我們柄究的近似訃箅中，包含在公式 （ 1 >和 （2 ) 中的置 W $⑼^赴 
常量 <虽然严格地說他們幷■不是短动积分)，他們同产格的守恒置 E 和^可 
以用下面的突系式肢系(具有同徉的准确度）： 

M ^=- M cosocj 







ir>j 


7 S/a 


I C.Oir-- ^ 

V il " 




Hn)i- ^ 


1， 


§36. 欧勒方程 


在 $ M 中所写的适动方程是相对于靜止屯标系的，这点体現 
在方程0 4 ，1)和(討,3)中的微商 diV 出和乃晃相对于迖 
一系統向蛩尸 mM 的改变 a m 是，其軸沿着馈最$袖方向 的运 
葡座标系中，剛体的轉功矩 M 的分贷同角速度的分： u 之間有着最 
浦眾的关系； 汝了利 用这一最簡軍的欠系必須预先把运逊方程加 
以改变，他屬 T ‘运动铿标％, * 2 ,知 , v . a 

令 4 A ; dl 足某一向量4相:时于靜 ih 银标系的改变速度.如 
艰向货 A 相对于轉动氓転系不改变 ，那 么它梠对于靜出屯标系的 
改变就是仅仅 m :傅动所引起的 T 囡而 


dA 
dt , 


:幽 


EM 在 P 中 B 指出，这样的公式就傈队 l.ut $ —样 ，对狂 
何向兌部是正 确的: 1 ^ 在一般 的惊况下，等式的右适还应补允一項 
^lU A 相对 于运动邛标系的改变速疫，把迖一速度表承成 d ; A/M 
时， 我們#到 


M — d^A 

dt dt 


4- r * 


m 


措时子 (36,1) ，满們可以立刻把方程改写咸 

d ' P ^ {OP ]=F, ^ + iQM] -K Ui6 ， 2) 

(it CSi 


旣然这甩对吋間的微分显在廷递坐黏系中，邵么我們就可以 
釭接杷方程投影到这系統各个軸上，写出 



dt A 



dM ± 

~dt 


式中衍祐1，2, 3是指雈軸〜心，办上的分贵，涔財在第一个方 




」苽 剛体[穿六初 1 

-择中把 尸換砹 Ml 我們便得到 

艸 ^； F ,) 二 F、 

• • 

M (-~ t - + a ； Fi - n . F , M,h 

.-• 

+ OxV 3 - ^V,)^F ， 0 


假觉我們迸桴袖 A , h ，〜 得慣量主軸的方向，那么在(洲， 2) 的第 
二个方程中我們可写出，因而得到 

I •w.V* • ■ -■• • ..I 


» 


1 


1 


12 


dt 

dQ : 

di 

dDj 


r [Ix — Ird K 2 ^ 


讲， 4) 


、 h + ( U ) 

方程(冼， 4 ) 叫欧勒方程 fl 

在自由轉劫的情况下/(=0,乎是欧勒方程取如下形式: 


? Q^x = 0 


d.Q : 丄 I :广 1 

dt, ^ J x 

啦 +U p 也； 0, 
dt r J 2 r 1 1 


■:: W) 



作为一个例子，我們把这唼方程应用于过去我钯研究过的对 
称陀螺的 ft 由轉动。假設 h = i 2 , 则从第三个方程可得4=0, 
卽込=常数，其次我們把前5个方程辱成 

I 

«* * * 

A = — Q 2 — ojQ ” 


这里引入了常贷 


co = 





(36, G ) 


‘把第二式莱4朴和第一式相加，則得 


i 






ifJ 2 ■卜 + i 认）， 

dt ' 


由此 Q x -'riQ-2 

式巾」锆常数， $ 可以認免是变数 （只 蓃对时間計算起点作 H 
.的逛擇），闽而迖时 

Q-x -■ A € ofi to/ T Q 2 ~ A sia ( 卻， 7 ) 

这一赭果丧岍，.角速度夜 ••萌 吭干陀螺軸的平面上的投影的 
数値是不变的 （ ：迓+岛= A ，幷 H . 以角連度 u 在迖平面上旋輕, ; 
旣然込莊陀螺軸上的投影也是不变的，那末我們可以得出下列钻 
論:_ ^的数値不發生变化,幷 IL 以角速廑 C 0 繞陀螺軸等速轉 
功> 由千向贷^和见的分-盈問有^^二/^^ M 2 ^ J 2 Q „ JI , - 
^ hO , 的关系，很明 JS , 溉 MW 也作同样的运玷(相对陀螺的 


軸）。 ， ■ 

向然，所得到的褚形仅仅是在§ 38 ^1 § 3 d 中相对干靜止鬼标 
系研究过的陀螺鉍动的 w - 椅样。向最 M ( 圖48中的軸 m ^ 
方 M 轉功的角速度和酞勒 角中的 角速度4相等。借(郎 ,4) 的帮叻 


我們就有 




jit i -< 


或 

玆和 ( u )— ■致。 


W 0 = ,1/ C 08 




6 (A- 去 ) 


§37不対称陀螺 

我們把欧勒方程 m 剑更芨杂的哭于不对称陀螺（彐个 
都不同）灼由轉动的問題上太-。为了确定起見，我們認负 

m (灯， 1) 

欧勒方程的两个积分 Vi 就知道了。沱們由能是和冲是矩的守 






ffl 体运动 


[ 錤六章 1 


恒定伟給出，幷甴下列等式表示: 




(37,2) 


这 .4( 能量£/和矩的絕对値财是給定的常数，这两个等式 m 句慑 


M 的分量来表示則有如下形式： 

辛+早1+ 炉 =紙' (57,；^ 

il -^2 '^5 

Ml - hMU ~ MI ^ 3 I \ (37 ， 4) 

从这兒 B 經可以作出一些关于陀螺运动性質的結論。为此我 
捫注意到，方程 (37,3) 和(办,4>，（在以见， M z 为軸的几河 
学中）分別是以 

V ^® T , v " 丽7 「， \ZHWTf 

为半長軸的橢球表面方程和以 I 为半徑的球表面方程。当向蛰 

M (相对陀燦的慣景軸)移动时，它的端点沿若这两个表面的交綫 

运动 （在 M 缸上画出了一系列达样的綫，沱們是一个满球和具有 

| _ 



緬 W 

不同半徑的許多球的交綫 h 交綫的存嵌本身显然須由下面不等 






式来保証： 

H_Ui^ 3 , -：37 : G) 

在 JLM 上迖 不等式葸味着璟 4) 的半徑位于满球 (37,3) 的嚴大 

和最小卞軸之間。 . 

讓我們来溥察齓馱见終点妁这些 “軌迹 : ’®随董见的变化 

( 在給定能 i 和 mtrR . T ) c ^1 只比 2 五 A 大一点时，球和 M 璁 

交 f 两个很小的針閉幽綫.它們包圍心軸幷分刿靠近橢球的两極 

(当 M -~> 2EI X 时这两条曲 綫縮成两个点一-極点 x 隊奶 mt 

大旧綫逐齒谢 1 嵬，而3 f 时，曲綫变成两个平面耑齒順 

圆），幷 JI 相交干 饨心 上的翱点。 而当 M 2 再进一 歩墙大时- 产 A 

两个分开的:闊綠軸心上之二極点的閗封曲綫 。 m juieju 时 •, 

卞們就縮成这两个極戌， 

首先莸們指出，軌迹的封 m 性葸味普向量 

周期鞋 t 崔一个周期内 ，■^ 描繪一个_ 錐面而 J 1 回到原位 d 

此外我們还应指出軌迹在橢球不同極点附近的本質上不同的 

性質。在軸 A ,❿的極点附 近， 紈迹完全分布在極点周間，而遥过 

軸 a 極点附近的軌迹在 n 己的末来路程上則远离極点 - 这种潘 

別对废着陀 螺縐控 己惯贷軸轉劲时綠定性的不同性赏。 繞軸心 

和吻的馎动(相成于陀螺彐个轉动惯强:中最大个和最小的一 

个），3对这些軸偏离很小时陀蝾仍镫績芘原位混周閉 运站， 闲此 

莊这个意义上来說是稳定的、繞軸办的轉动是不稳定的 •任 意小 

的偏离都能产生使陀螺逐漸 迗离椏 位置的运劫。 

为 Y 求 Q 的分量:或勾之成 TFJ : t 的游的分悬）对时間的攸赖 

关系,:街們轉向欧勒方程(况，$。我們利用 （37 , 2) , (37 ， 3) 把岛 

和 A 以％表示出亲： 

，\ 

①由向免 O 的檇点画出的戈似恥拽称力極迹。 


■V 



m 


_体 远动， 


[ 第六章 j 


m - 








m 1 _ 厂 _((」 沪 — 2 丑 A ) — LA - ， 


(37,6) 


代人 (36,6) 的第二个方程，戏們求得 


da 

I 

■ _ 
dl 


Ir-h 




込込 = 


2 




_:([ [2队一 M ^) - I S ( I ^- l 2 ) m ] [ { M 2 - 2 丑 JO 


-忍 ( H ) 卬] ) 1/3 。 


(耵， 7) 


在迖方程中分离变量幷积分，我們便得到橢圓积务形式的函数 
i ( O s ) ,为了确定起見，雈把沱化成标准形式时 ，我們 認芳 • 

/ 

c 在相反的情况下，莅下面的一切公式中应該使指标1, 3 对調）。 
代替；和 a 我們引入新变量 





hu . 


2EJ ^- M 2 


(37,8) 


幷艘 




( n ) ( 2Kh - M ^) 
H ) (研―迦;) 


(37,9) 


ds 


T = 


引人正參量护<1。迖时可得 

Jon / ( l-ACl — W ) 

(假定我們选擇时阍計算起点萑的时刻），大家知道，在变換 
迖一积分时要产生雅可比棟圓函数之一 


1 




% 






s=snr , 

a 对时間的依 賴究系 卽由它确定。而函数込 (0 和 a >( o 根据等 

式(37,6)逋过込® 表迗 。 考虑到另外两个椭圓函数的定义 

cn t = %/l—sn^ r , dn t = \ / 1 —sn^ r > 

最后可得下列公式： 


t. 


%, 





不对称盹蜒 


157 


D x 


2E1 ^ M 2 






以 - h - I 2 ) 


-y — CTL 


sn T 




(37，10) 


T 


。— / M ^- 2El7 a 

Qs ^\ mir-is dn - 

萠数 (37,10) 是周期性的，如所周知， t 們按变量 t 的周期等 
于迖里 JT 是第一类全橢圆积分： 


K 




*i 

Jo 


ds 


{1-iT) il-W) Jon/ 1-P sin 3 


TC 

「2 


du 


u 


o 


(37,11) 


因而，按时間的周期由表示式 


N 4 iT 






CW 3 ) (M^ 2E1 X ) 


(37,12) 


給出 ^ 經过迖样長的时間后，相对于陀蝶軸，向量 O 轉回自己的 
原位置〔相对于靜止坐标系，陀蜞本身絕不轉回原位置一見下 


面)。 

自然，当 h = l 2 时，公式 (37,10) 轉化成上节所求得的对称陀 
螺的公式。事实上，当 A —忍 时，叁量护 — 0,橢圓函数蛻化为 
圓函数： 

Sht —slur ，cut — cost ， dn t— >1, 

因而我們又回到了公式 (36,7)。 

当況 3 = 2五1 3 时我們有兑=岛= 0, 常数,卽向量 O 的 

方向永远沿着慣量軸办。这个倩形对应着陀螺繞軸 A 等速轉动。 
同样，当血 £ = 2丑1 1 时(这时^^0)，我們有繞軸 A 的等連轉动。 

現在我們来确定作汝时間函数的陀螺在空間0絕对运澍(栩 
对于靜止坐标系 XYZ ) 。为此引入陀螺的軸〜巧，咚和軸 X ， F , 
Z 之賭的欧勒@中，幷选擇軸 Z 沿着常向量瓜的方向。旣 
然，軸 if 的方向相对于軸；^办， A 的極角泡 i 方位角分別等于沒 


m 
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和 f—0 ( 見 145 買註），那末把向量 3 f 投影到 

A ， ％上去，我 

們便得到 

- % 



M sm 6 sin ^ = 3/^ 



Af ^SlU 0 CO ^ ^ == 2 7=3 了， 

(37,13) 

ft 此 

M cos 0=M-^I^Q^ o 


j 

— 增—过:， 

(S7,14) 

再利用兹式 (37 ， 10) 我們求得 



COSy _V M%h-I0 dnT ’ 

p ■ •… 

te:h/K Jn — en T , 

g 1 V giir 1 

(37,16) 

r * 


角沒和 i / z 对时間的依賴关系卽由此确定，和向 i 公的分量一起它 
們都是周期函数，而周期为 (37,12) 。 

公式(37,1幻中幷不含角〜因而荽計算它，就必須泮意用欧 

勒角对时間的导数亲表达 D 分量的公式 ( S 5， l )。 从等式 

■ 

sin 6 sin 小+ 6 co & ☆， 

_ . 

: Q^ = ^p sin & cos 小 一$ sia 中 

中消去 4 可得 * 

w _ O x ein ^ + cos 屮 
卜—— ^ 1 ■ 

然后利用公式 (37，13) ，我們便求得 


dt 


( 37 , 16 ) 


由此 可用求 积的方 法来确定函数^(#) ， 但被 积式子很芨杂地包含 


着備圓函数。 用一奉 刻相当复杂的变換，这一积分可用謂沒函 
數来表达，我們不进行計算①而仅仅指出訐算的最后結果。 

■ ■ P. ■ ■■■ ■ ■ V 

①这—計算可以在 E. T. VHTTOEep 所著 ABam^H^KaH (OHTH, 


1的7>—*中找到 0 



[㈣] 


不对称盹蠛 


169 


雨数 ^(0 可表迖成（准确到一任意相加常数)两項和的形式: 

(37,17) 

其中之一由公式 


& ■■一 



^37, IS) 


給出、式中‘是 0 函数，而 a 是垚下而等式决定的奕常数： 

见 19) 

[瓦和 T 7 取 Q (37, 11) ， （37, li >) j 0 (37/18) 才 i 翅的闽数是周期先 
2 -的周彻函数，闶此 竹⑷在 T 时間内改变 2、 （37,17) 的第二 
部伢由下列公式給出： 


…⑺ ^ 2 jt 


M 

2 jtI 


i 0 r m da ) 


47, 20) \ 


T 7 T f 2 jt 1\ ^rTO^Ua )" 

这个函数在时間 p 內增長由此可見，运动桉？ > 来說，乃是两 
个周期性改变的合成，其中一个周期 （ t ) 与角 七及 G 的改变周斯 
柄等,而另一个 〔 p ) 与前一个是不可通約的。后一种倚现使得 
陀螺在本身运动时，严格說来任何时候都不能轉回到自已的原位 
置 C 


習 題 


1. 試■碑定陀螺繞靠近 廣最軸 々（或 A ) 的軸的自由轉动3 
解：設軸 A 接近于 M 方向。于是分量叫,是很小的量，而 
(准确到一級小以同样的准确度，欧勒方程中妁前两个可写成 


dM ^ 

~di 




dt 



这里我們弓 I 人了常数 i 3 0 -3 f / Ao 依据一般的法則，設 2 f ^ 和见 3 的解是芷比 



leo 
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于的形式,于是我們得到頻率 w 的値 




⑴ 


而对于血 i 和 W 本身我們得到 


M 1= = M ^^— l"cos oyt f M 2 = MaJh^l & i 


&in u>t 


( 2 ) 


其中 a 是小的任意常数。这些公式确 定向置 M 相对陀螺的运动，在圖51中, 
这运动对应于向置 M 的端点不断重复描蹕(頻率为个繞軸％極点的小 

为了决定陀螵在空間的絕对运劫，我們丧求亡的欧勒角。在現在这种情 
祝下，軸巧对軸方向)的偏角0很小 T 园而按照公式 (3 八14>， 

M x 




M 


2 


(3) 


如 2 〔 1 一《 2(1 — D 

将 （2) 代人，我們便得到 

6 3 ^= a3 [(^ _ 1) 1 _ 1) Ein s ait 

为了求得角 h 我們注意到，楫据 (35,1) 中的第三个公式，当时， ， 

O e ^£ J 3 s ?^ + g > ^ 、 

因此 ； ， 

' ^=Cflt — ^ ^ • (4) 

(路去租分任意常数 h ' 

如果直接覌察陀螺三憤:量軸方向（送 些軸土 的單位向童我們用 
表示)的变化,則可得到关于陀螺运动性質的更直覌的槪念。向量巧和 《 a 
以 頻率％ 在平面 XT 上等速轉动，同时在癀方向上以頻率&作微振动，这些 
振动由它們的 f 分置确定,对它們的 Z 分量我們有 _ 




M 


々3 - 


1 ec ^ ojft ^ 


对向置化,以同样的精确度我們有 



m 


r .^ 37 ；i 不对称盹蝾 

^9 shi(pj ^ 0 coij /p ? « 3r； ^X 

(相对軸 X ， If , 囪量 h 方向的極角和方位角：干6和 tp — 見 M 5 頁注)。 

其次％ 出[这时利用公式，^ :1 

H2i> (Q。, 一 I 广 〉— 0 O^t eow 少一沒 eos £3 p f sin 少； 

=^ ? - .sin QJ - — t * o ^ Q^l -~： 

Jli - M 


最片 h 




1 .sin Q^l si 


jii uA - a ^y~ 


.1 cos Q^t cc ^ o # 




it 


i i 


一 J . 丄 一 1 ) ⑺ S (A + 十 


+ 3 ( Jj- 3 ,1 - y ~1 ^co5(i? n — 


间邱 


… ij = - 二 ( 、 J\' 十 -- 1 )Al(A> 十 + 


+ 孚(、’会- 1 -乃 - 1 >iu (0。 

由此可 M , 向量， a 的运动是以頻率 (4 士 W 繞 z 軸的两个轉劝的和 ^ 

2. 試确定迸妒二池7 2 时陀蜾的打由轉动。 

解：茌圆51巾，这#情见对应于向置 M 端点沿通过軸 h 上之極点的 
肋綫移劫。 

方程(37 3 7)取如下形式： ^ 

而一 3—0 r — t / 一 A ) “3 —Q J5 „ C 2 
C^Tr I 》 £^0 

这里 H 入了符号对此方程积分，然后衰用公式 (37, G )， 


我們 •簡 得到 

4 SZ 5 I 1_ 

fig ^II ^ j . 

W ^ JA , l 

j 3 (/ 广订；， 

为了描述陀螺的絕对运动，我們引人欧勒角，把 e 定义为軸 z (对方向) 
和.陀媒 m 量軸％ (而不像正文中是 a ) 。在联系向置 o 的分置和欧勒角之間 
妒 j 公式 (37,14), (37, 16) 中，这时应当施行堉标的循环替換 123 — 311 然后 
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.■ . . _ _ _ _ . . J m 

t _,___^B^B__ _ • ■ I." I_ _. ■ ■ I I I ■ I 

把式 （1 > 代人这些公式，我們使得到 

i --ih t ? 《 = %#+常数， 

H—J H 

、厂 V/ 1( w . 

从所得的公式可 n 问最 Q 按漸近綫方式（当 t — >«时)趋向軸 化同时 
軸而按漸近綫方式趋向靜 iL 軸 Z 。 / h , ■ 

爸 38. 剛体的接触 

从运动方程式 ㊉ 4, 1) 和(34, 3) 中 已經可 以看出，剛体的平衡 
条件是作用其上的总力和总力矩等于零，卽 

凡 = S [ r /]=0 3 (38,1) 

I 

迖里是对所有加于物体的外力求和， r 是“着力点”的向徑。在这 
种情视下，确定力矩所相对的点 （ 坐标拟点)可以任:这选擇，因沟当 
夏产0时 ，夂 的数値与此选擇无关 [見 式(釗 ， 6)] 。 

如果我們討論的是相互接触的剛体#系，那么在平衡时,財于 
每个剛体条件 (3 M ) 都应分別成立。迖时从与_体相接触的其他 
剛体方面来的作用力也都算作外力。这些力是加于相互接触点 
上，因而称为反作用力 ~ 1然，两个剛体栩互反作用 i ； 大小相等, 

•V 

而方向相反。 , 

在一般情況下，反作用力的大小和方向都由剛体平衡方程 
(38, 1) 的共同解决定、 if !在某些情況下，反作用力的方向业已由 
問題的条件給出。贤如說,如果两剛体可沿表面彼此自由搰劲，那 
么，沱們之間的反怍用力迎沿着表面的法綫方向^ 

加果接触剛体相对运劫，那么，除反作用力以外，还出现消耗 

<性的力——瘴 擦力， , 

接触剛体的相对运幼的两种可能形式是滑动和滾动。在消功 
时，反作用力乖直于接触面，而摩擦力却沿面的^綫方向。； # 
麴粹凌劭的特点是在接触点沒有剛伸的相对运动，換句話說, 



D 訝] 省 _仿的袪触 ^63 

滚动着的物体仿佛每一时釗都被固定在接触点上一样 P 这时，度 
作用力的方向是任意的，也就足說，不一定垂赶于接触面。滾说咿 
擦力是以 mm 滾动妁附加力知的形式显示出来。 

,如果在沿功时， 嗜擦小 到可以忽略，那1我們說，物体褒 而絕 
对光滑，反之，如朵物体表面的性質侦物体只能读动，不能滑 ㈤ ， 
而滾劫摩擦可以忽略，邢幺我們説，物体表瓸“絕对粗糙七 

在这巧种情呪下， 嗜檫力 都不明显地出現在有戈物体运动旳 
問題中，闲此問题为純力爭的。如果摩擦的具体性質对运动来說 
是非常甫要的，則运动就不是純力学的迓程(比較§ 2-5). - 

物体的 接蝕跑 它們的诌甴度，較之自由运劲时的自由度来說 
要减少。庇到現在，在研究迖炎冏題时，我們都以引入和究际自由 
度数莳接对应的屯标的办法来片虑这种愦呪。但在癀劫时，这样 
选擇嚷标可能是行不逋的。 ' 

对物体滾动所加的条件是接触点的速度相等〔例如在沿 m — 
靜止表面滾劫时，接触点的速度应等于窖)。在一般情况下，迖样 
的条件由下面形式的“約束方程「来表示： 

5»0， (38,2) 

i 

其中心 仅仅是.屯标的凼数(指标 a 用以給約束方程編号）。如果 

/等式/£边不是哗标的某函鹼对时間的全微商，則对迖些方程无法 

积分。換句訪說/它們不能化成仅是一些半标之冏的关系式，利用 

这些关系式使我捫可用比較少的，与实际自由皮数相应的 化标来 

描述物体的位说，选样的約朿祢不完整約束（与仅联系休系肀榀 

的完整約束相反）、.狀們来研究，比如說，球在平而 J : 的诚动 j 像平 

常一样，我們用 V 衷示移别的速度(球心的速度），用/3表示轉劫 

% 

的角速度。如果祐一般公式 F + [幻刎中讓 r =— 是球 
、半徑，《是滾动平面在接触点法綫上的單位向量），就可以得到球 


toi * S 体运动 鲁 嘴六幸 ：] 

同平面的接触点的速度。我們所要求的約東是在接触点沒有搰动 
的条件 ，就 是說由方程 

V - aiQn }-=0 (38,3) 

1 給出的条件。史不可能积分出来，因沟尽管速度 F 是球心向徑对 
时間的全微商，但同时,在一般情況下角連度却不是任何坐标的全 
微商。遵 h ： 約束(33, 3) 是不完整的 ① u 

由于不完整約束的方程不能减少坐标的数 B ，所以当迗些約 
束存在时，不免必須利用幷非完'全是独立的 坐転。 治了組咸相应 
的拉袼朗日方程，我們再回到最小作用量原理上去。 


，在(38, 2) 类型的約束就对坐标变分的可能値加上了一定的 
限制。就是說，用汾乗这些方程,我 們可以 求得，不是独立的， 
而是由关系式 

〜5屮= 0 (38,4) 

i 

眹系着的。荏变分作用蛩时，应該考虑到这个愦呪，根据寻找条 
件極値的拉格朗 B —娘方法，应当給作用量变分 - 


= | S ^( 


dL d dL 


\dt 


Bqi di dq ： 

的被轵函数加上乘了未定梁子心（坐标的函数)的方程 (3 S ，4) ， 然 
后再使积分等 于雰。 这时可以認为所有变分 5 g ; 是独立的，于是 
我們得到方程 ^ : 

j 。 r ar 

(38,0) 


d dL BL 

■ I ■ ■ -- 

dt 0 ^ 


J 


迖些方程和約束方程 (38 T 2) —起組成未知量屮和入的完全方程 
系。 ， 

在述方法中，反作用力沒有出現 ，物体 的接触完全由約束方 


① 应 該措出，这科約束对囪柱滾动可翁是完楚的。在这神悄況下，当滾动的时 
诶,翊劲铀在空間方向保持不变，西 it 是圈柱嫌自已軸的镩角 f 的仝费商。这 

时关罘式 (3 S f 3) 可积分，却給由慣性中心的坐标甜角屮之阏的关系 5 
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程槪栝了。然而，也有另一种組成接触物林运动方程的方法，在这 
种方法中明显地引进了反作用力 D 迖一方法构成达 M 貝尔原 
理的内鉍)文質是，对部个接触体可写出方程 

4^—2/，誓=泣/]， （ W ;) 

同时在作用于 物体上 的力/中包含有反作用力，迖些力預先是未 
知的，汜們本身以及物体的运勐都决定丁、方程的解,这方法对完 
整約衆和不完盤約束的情况都可同样应用。 


習 題 


h ■試利用达兰貝尔原理求在平面上滾动的均勻球的沄动方裎，假設作 
用于球的外力为6外力矩为 K 。 

解：約朿方程（狀， 3 )已在正文中写引 A 作用在球和平面梠切之戍 
上的反怍用力（用 R 衷示） ，我 們巧出方程 (3 心 G ) : 

二 F + R ’ ⑴ 

I ^K-oSnRl ) 

tU ^ J ， 


(这里用到了 以及对球沱蜾 Af - h / Qj , 对时間微分約朿方裎，我們 

mm ： 

把它代人方程 U >并借助于 （ 2 ) 消去 fi ， 便得到方稈 

I 

— -{F +R) — [/Ctt] -'aR-[-an{nIt} n 
au ^ 


这个方程把反作用力同 F 和凡联系起来了 a 将这个方程写成务置形式，并 
用(見 S 3 2 習題 2 ,6)代人，則可锝 


i?x 


5 


1C, 


2 


iC , R 


5 




TV ” T ； Ta 

(平而 M 选在滾 动面上 K 最后，把这些式子代人 （1 ) 中，栲到只含有已知的 
外力和力矩的运动方程 / 


H 导)， 
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dt ?A v W 

^ 借助于約束方程 (3 S 3 3) ， 角速度的分 t A , 

Qy 可通过 L 和' 表示出來，而对 k 我們 
有方程 

|^ N \ [方程 （ 2 ) 的 z 分量]。 / 

I \ 2. 重置为 J 5 長度为丨的均勻棒 : fW ， 

^ | 如圖52所沄，靠在墙上，它的下端 W 用綫 

； I | \ M 拉着，試求支点的反作用力和綫的張 

靈 \ ^力 。 

I \] 解：捧的重量引起作用于棒中点的竪 

- 直向下的力力仏和私分別是聚 It 向 
A S 上和垂直于棒；綫的張力的方向由 B 到七 

闳 w ■ 平衡方程的解給 m 

* j>f . ■ - b 

Ji i： .-.--z . sir^ of ? K b = P — B € ain a f T = R c cos « D ' 

_rt 心 ' 

I 

3 -有一棒 ^ 其重为 P , 两端分別纛在水平面和垂 直面上 （圖 53), 幷 
被两条水平綫 A 和 BfV 拉潢，綫 H <7 和棒位于同 一（ 翌直)平面内試 
求支点的反作用力和鍵的 張力。 





解：綫的張力和 r B 沿着由 a 到 I ?刮由£到 C 的方向。反作用力 


在非惯性犴緙系统 巾的 S 邛 


1€7 


h 和取直 T 相択的 f 而。解平衡方程可得 

?V 二厂，厂月； E -i= T JJ sin 合， T A ^T B co^fi a 


4,两极長为；的檸， __ k 端以话动接 
头相連， T 端用綫拉着(圖在 
—个檸的中 点加力 F (棒的重量忽略不 
計）。試求反作用力。 

解： 在』.点綫的張力 T 由4 指向 
在 J ? 点則由 W 指向反作用力 
/ j A 和乖直千支持而。 用 表示在 
活动接头上作 H 3 T 棒的反作用力， 
这时作用子仇的反作用力 是一化 。作 
用于梓的人 T 及方, T 和 - B c 的力矩 
和等于增的荣什可巧出心，沿攻 V 方向 
的結論:其企的平衡荣件(■对苺一根棹） 
导 ffrr 列数哺 .： 


Y c 

X 



^ B 

阁 M + 


h 




II 


n - 


F 

4 


12 . 


F 


■i yinoc 


--- b' etg_ a ， 


式中“ 是角 


§39 在弗懷性 ft 算系統中的迗动 

n 現在为 I 匕在研究任何力学体系的运动时，我們一度把运劭 
認力屬于惯性計算系統。 r 有在慣性計算系統中，拉格朗日菡数， 
比方說在外力場中一个質点的拉格朗 F 1 面数才有如下 形式： 

L^mvl/2-U, m,l) 

相应地也才有运动方程 

dVc dU 


(在这一节中，我們将用指标0表示屬子慣性訃算系統的景)。 

現在，我們来研究一下，在非慣桂系統中的質点运动方程将是 
怎样的。解决这一問題的出發点仍是最小作用量 原理， 它的应 m 
范圍不受选擇訃箅系統的限制，同时，拉格朗日方程 




it » 
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A dL ^ 

dt Bv dr 


(39,2) 


也照栉 有效。 然而拉格朗日函数已不再具有 (39, 1) 的澎式了，为 
了求得圪，必須对齒数為作适当的变換。 ， 

迖一变換我們分两步进行。首先来看計算系統瓦、它相对慣 
性系統以速度 7(0 移动。粒子相对系統和 1 T 的速度卟 
-和 f 甴下列突系式相联系： 

V 0 ^ v ! -\- V ( t) o (39,3) 

將此式代人（39,1)，可得到在系統中的拉格郞日函数 

l 1 =^^tuv ， v + 号 n 

但是已知的时間菡数，可把它写成另外某一函数对 i 的全 
微商，因此，式中的第三項可以去掉。此外 ， fy = dr '/ df , 其中 〆 是 
粒子苌坐标系中的向徑，因此 

I 

^V{t)v r = mV ^ 一伽 r’ 0 

把此式代人拉格朗日函数中 i 再次去掉其中对时間的全微商，最后 
得到 


L 7 ^ mv-/2-m W{t) r f — U ， 
其中 W - dV ! dt 是計算系統 f 移动的加速庋, 
利用 （39 ， 4) 建立拉格朗 g 方程,便得到 


dv f 

dt 


dU 

ar 7 


-mT9C(t) 0 


(39,4) 


(39,6) 


我們看到，从对于粒子运动方程的影响的意义上来詆，訃算系 
統的加速运动与一个均勻力場的出現等价，幷且迖場中的作用力 
等于加速度和粒子質量的乘积，但方向則和加速度相反。 

現莅我們苒引入一个新的訏算系統瓦。它和^^有共通的原 
点，但相对反"以角速度 ^(0 轉动，因此相对慣性系統瓦 0 , 系铳 
K 觥做乎动，又做轉动， 



l § 邠] 在邛 mn 計释系統巾的运站 

■ ■ || _ — ^ fc . .- • d ■ - • - - ■ m ■ ir - — ... 一 . 一 _..._ __._ 

粒子对系統 A I 的速度 V 由 t 相对系統瓦的速度 r 和随冋 
-系統尺一起轉 l Or ] 所組成，卽 
F , r = v -^ [QrJ 

(粒子在系統 AH / r 屮的 M 槪 r 和，宽 合)。 将此式代入(：3匕句 
的拉格朗日函数中去可#到 


L- w ⑽ 2 十 : 汁 r[/2r] + ^ {Or ] 2 —m Wr — U l：f 

^ • 

这是芘任意非 m 椏計笕系統中一般形式的拉格朗 q 兩数我 

I 

們应当浊 7 位，計算系統 的轉功 陡在拉格朗口函数中 出现時 別形式 
的項，它对粒子的速度来說是綫性的。 

负了求行包免在拉格朗日方程中的微商，我們写出全微分 
dL = mv dv -h rti dv [ I 2 r ] [/3 r ] [/3 tZr ] — 

厂厂 * 

- r ^ W ^ r - •苦 、 Ir = rn , iuiv-rmdv [/3 r ] -^mdr [ rf 3] -h 
+m [ [f3r]/^ ■ Jr ■■■■ ■、■. W dr — dr 。 

集合所有包含介和 (: r 的項，观們便求得 

’乂 ■■二 mV 卜™ [ l ? r ] , 
f v 



- m f \yO] ) ^l\_OriQ^~mW- 


cU 

dr 




把筚些式子代入^幻 >我們便得到所要求的运动方程 

- d ~ =[ — " 『+ 以 fr^] + IrQj), 


i 39 J ) 


我們； sq ， 闵訃算系統的轉动而产生的“惯性力”由三部汾組 
U m [ rb ] 和轉通不等述有关，而另外两个力砗等速轉効时也 
存荏。力 2 m [ t ^] 叫科圼奥利力,和过去我們研究过切(非消 
耗性的)力不同，$队賴于钤点的速度。力叫离心力^ 
卞位于通过 r 和公的|趾上，乘商于轉軸（也就是^方向）幷向 



vro 刚体运动 濟六章 ] 

着离开軸的方向，离心力的数値等干其中/>是粒子到轉軸 


的距离， 

我們特別来研究一下作等速轉动幷且沒有平劲加速度的缉転 . 
系。在⑽, G) 中和 (39,7) 中，令常数， IT=0, 我們 # 得到拉 - 
格朗 H 函数 


Tj = 

• 

=™ + 娜 + u 

(39,8) 

和运动方程 

au 

= - - - 

dr 



dv 

m di 

+ 2 m [ i?flJ - hm [ Jf 3[ r /3]] 0 

•r • 

( S 9,9) 

我們可同样求出莅迖慷祝下粒子的能量。将 

、 


o -祕 

p 彻 

- = wt 7+ m [ i 3 r ] 

(39,10) 

代入 E = pv - L , 

便得到 

J 



p _ 

j/j ~ …- 

-^_ a + E /。 

(39,11) 


应当注意，在能量中沒有按速度负綫性的項。訃算系統轉葡的影 


响归結为給能最培加 一仅依 賴于粒子的坐标幷正比千角速度.毕方 


的項。这个扑充的位能 一f [^^尸称沟离心能。 


質点相对等速轉动計算系統的速度 C 与沱相对于慣性系統 


^0昀速度 H 由下式联系： 

叫 sp+CGr ]。 ， (39,12) 

因此粒子奔系統X中的冲量 p (39,10) 和专奋系統仏中的冲量 
p 0 = mt? 0 相重合3同时，冲最矩 M 0 = [巧>0]和 M= [rp] 也相重 
合。 “粒子 在系統岌和 A 中的能量則不同。将 (39, 12) 中之 r 
代入 (39,11) 可得到 . 


忍 = 



- mv 0 [13r] +U 二 ^ + U-ra [rt? 0 ]/3 o 


前两項是在系統私> 中的量軋。在最后一項中引入冲量矩，我 


i 


39 j 


在# 憤性針算薄 Hi 中的运劫 


m 




們便得到 


( 39 , 13 ) 

迖一公式确定在轉換到等速轉动坐标系时，能最的变換規律。 
虽然我們对一个質点推出了它，徂很明显，这一推导可直接推广到 
任何粒子体系的愦况中去，幷且将导出同样的公式 ( 39 , 13 )。 


習 题 


h 試求自由落体因地球旋轉(角速度很小）而产生的对蛏赶綫的偏移 0 
解：在重力場中其中 jj 是重力加速度向量,方程式( 3 9冰 
中省略含有 G 平方的离心力，得到下面形式运动方程： 

i = a ( 1 ) 

我們来用遂:歩逼近法解这方程。为此我們假定 U = h + 其中 W 是方 
程卜二？的解，郎〜=^ +叫（吒是初速縻），把 U = 代入（1〉，仅把 

h 留在沿迚，便得到奶的方程 

t >3 = 2iv t 0 ^^ 2i [ tfQ ]+ 2 [ v 0 O] o 

积分苛得 

- r = + + 十誓 [ ffO ] + P [ tr 0 o]j (2) 


其中 h 是粒子初始位懂的向梵。 ^ 

选槔轴^竪直向上 ，而軸 ^沿經綫向極点，这时 

— 夕， 0^ = £3 toe fi y =0 ? Q^—Q sin 

其中 X 是嬅度(:为了确定起見，我們脘定它是北綠)，在 （2) 中，令叫= 0便 
找到 


^ = 0 ^ y = 


y gQ cos X a 


把降落时間代人此式，最栢找到 

^ j fy ™ '.r (’— ) cos X 

3 、 ff J 

b 的負値相应于向东偏称）， . 

q 

2* 試求 M 地而以軔速叫抛出的物体对平面的塥移。 

解：我們选擇平面 M 使得速度 r fl 在此面内。起初的高度 h^0 o 对于 



m 則体运劫 [稱六幸 ] 


向倒迖的偏移,我們 M ( 2 ) (習題 1) 中得到 

• • 

或者!飞\切了时問 1^^： 

S 

3 ： 試确定地球轉动对摆的微振动的影响（卽所謂的傅科摆 〕 n 
解^省略为二級小量的摆的竪直位移,可以認为物体的运硇是在水平面 - 
呼內迸行的。去掉含 W 的項，把运劫方程写成 

4 

oc + 2Q^y ^ jf — 20^^ 

其中 w 是在不考虑地球轉动时摆的振动頻率/用（乘第二个方程，幷与第一 
个方程相加，我們得到一个复数的方程 

l^2iQ^+t^0 ^ 

当时，这方程式的解为 ' 

p 

或 ^ + = 

丼中的函数 A ( f ) 和办 (0 在 不考虑 地竦轉动时給出摆的钍道，因此，地球 
轉动的影响归結为軸道繞滎直綫以角速度 化的 轉动。 ‘ 


第七章正則方程 


M 0. 哈密頓方程 


^为了摔用拉格朗日雨数(和 fh 它异出的拉格朗日方程)采确定 
力牮的規#，首先必須用給定体系的广 k 坐标和广义速度的方法 
来描繪系統的力孚状态。然而，迖样的描繪扑不是唯一可能的。 
应用体系的广义坐标和广义冲量栾描繪，具有一系列忧点，特別是 
在硏究各种力学普遍問題的时候更是如此。因此就产生了如何找 
出与上述力学方法相适砬的运动方程的問題。 . 

用在数孥上有名的所謂勒祥得尔变換，可俾一組独立变量，帱 

. • 

換力另一組。荏現在迖种情呪下，此种变換可槪括如下& 


. 拉格朗 H 函数是組标和速度的函数的全微分等于 




迖个式子可写成 


■ ■ 

dL =^ / p i dg i ^》 pidq u 

dL 


( 40 5 1 ) 


因为裉据定义，微商^就是广义冲量，而由于拉格朗日方程， 


5屮 


現在把 （40,1) 中的第二項写成 

XPidqt^dl^Piqi) 


把全微分 d (^ id 移到等式的 左边， 幷改变所有的符号，則从 
(40,1) 中可得 


( 173 ) 



174 


in 則方湛 


除七家 i 


微分符哥下的量乃是体系的能量(見 §6), 当屯通过坐标和冲 

量来奏达时，叫做体系的哈密頓函数 ... 

丑 ( JP ， ？，2仰^一工。 (40 , 2) 

♦ 

L 

扒坐标和冲量在其中是独立变量的微分等式 

dH = ^2 外, ， (40,3) 


我們得出方程 




"5 pT 


3 M 

■ jss *—** ― 

• a 仍 


4 

(40,4) 


这就是要求的以户和分为变量的运动方程，它們铍称为哈密 
頓方程 3 $們組成 2 s 个未知函数？(纟）和？(0的 2 s 个一級微分方 
程的方程組，代替 s 个由拉格朗13方法所得到的二极方程。由于 
它們形式上的簡單和对称,这些方程也叫做正則 >程。^ 

呤密頓函数对时間的全微商是 


<?// 






如果把方程(40,4)中的么和^代入这里的話，那最后两項互相抵 


消，于 : fe 


1 


dH 

_ 

d £ 


8 H 

百 


(40,6) 


特別是当哈密頟函数不明显地与时間有 关时， 那末也 


就是說,我們又再次得到了能量守恒定律。 

; 除了动力学的变量 g,q ^ t i 外， 椬格朗日函数和哈密頓 
菡数还包含各种参量，迖些參董是描述体系本身的特性或者侔用 
在体系铳上之外場的特性假定；：是迖些参量中的任一个，把 
屯看 成变量，則代移(40, 1) ，我們便有 

d £ r = 2 +2奶私十'^^ 说， 

而代铃(40,3)我們可得 

2 fdqi H- ^ iid^ - . d), 0 



tl 40；i 


哈密傾方韈 


m 


从达里，我們得到联系拉格朗日囹数和哈密頓函数对于^的偏微 


商的关系式 

」 (亚） —( 生). 

\ 方入 \ dk A *?， 


(40,6) 


在偏微商旁的指数是指,当在对//微分时， P 和9 是不变的，_ 
对厶微分时，彳和？是不变的。 

迖个結果可表成另外一种样子。假定拉格朗日函数具有 

的形式，其中 w 是基本菡数的微小补充量，那采，对 
应的在哈逨頓函数丑=丑(>+^^中的补充量丑同 i/ 之間的哭系 


为 


〜 ( H ^)^ - { L% qo (40,7) 

应当注意，茌从 (40, 1) 到(40, 3) 的变換中，幷沒有写出带由 
的項，卽考虑到可能有的拉格朗日南数对时間的明显依賴关系的 


項，因为此項在迖种愦况下，仅仅起着和所作变換无关的參量的作 
m , 像公式(40,6)—祥， 7v 和 i? 对时間的偏徵商之間，也甴下列 

•P 

灾系式联系： 


dli \ = _, / 3 L \ 

St \ dt 九 7 。 


(40,S) 


習 題 


1. 試求在笛卡尔坐标、圓柱坐标和球坐标中,一个質点的哈密頓函数。 
答：在笛卡尔坐耘6 中： 

丑 ㈣ ■* ■馎+泌 +17以, J /， 

在圓柱坐标7 1 ,切，=中： 

ji - - K w + 尝 + m) + r 。 

在球坐标 r , e 7 v tp ： 

• S 

£ ■ 弒求粒子我等速轉动的計箅系觥中的哈密頓函数 a 

-V- 
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解：根据 (39, iO ), 在能量( 39 , 11) 中通过冲量 p 来表达速度鸮們便 


得到 


^=_£^0[> P ] 户 ?7, 


§ 41 . 拉烏斯圓数 

在某些情戈下，当变換 貪新的 变量时，比較合适的不是把所有 
的广义速度都变为冲量,而是只变換其中的一部分。与此相应的 
变換，完全和前一节所作的相似。 

力: T 窖写公式簡單起見，我們首先假定，总共只有两个广义坐 
标，用 57 和 S 表示它們，幷进行从突量？， 6 < 到变 晕？， f ，沪，| 
的变換，其中 f 是对应于坐标 9 的广义冲量。 


拉格朗日函数匕彳，|)的微芬等于 

• 普匈+普而屮 晉赶+ 晉妨 

1 . 


由此得到 / ^ 

引入一函数(所謂拉烏斯函数） 

* 

丑(？， 3 >， f ( 41 , 1 ) 
其中的速度 4 应利用等式罗 = ac /~ 通过冲量来表示，微分 

dRs —fdq 七 (41 , 2) 

由此可得， 



超— 沒妨。 

1 

(41 ， 2) 

- dR 

q= i 

1 

p = — 

p 

an 

(41, S) 

BL , &R 

0L 

BR 

(41,4) 

匈 ™ ’释 — ， 

di~' 

鵠 0 


把屙面两个等式代;^标 S 的拉格朗日方程 


CS 413 


拉馬斯函数 


m 


d _8 R 

~dt ―免 




( 41 , 6 ) 


甴此可見,拉烏斯函数对坐标？而言是哈密蟫函数[方程(41,3)」 
对坐标 f 而言是拉格朗 H 函数[方程 (41/)] 。 

根据一般的定义，体系的能量 


E 




<1- 


&L 

Ti 




dL 




8 L 
, _ 


L 


把 (41,1) 和 （41，4) 代入上式，轮可得到能最用拉鳥斯闲数表示的 

式子： 

E = R - ^ 41 , 6 ) 

这个公式显然可以推广到有儿个坐标？和 g 的倚呪中去。 
拉烏斯函数很适用，特別是在存在循环坐标的时候。 如设7 
循环坐标,那宋它們不明显地包含在拉格朗日函数中，因而也不 
包含在拉烏斯 m 数中，所以拉烏斯菡数只是 p ， 匕 S 的函数 。然 
而，与循坏坐标《相对应的冲量 P 是常量[这也可从 (41,3) 第二个 
方程中得出，从迖种意义上来方程(41» 3) 不給出任何莉的宠 
商]。把冲量 P 換成$們的給定常数値后，方程 (41,5) 


dt ei 托、 一 

变成了只含坐标 s 的方程，因此循环坐榇就完全被消去了。如果 
这些方程可以解出，幷且以0可以求得的話，那求把 t 們代入方程 

為 f 

的右端，我們躭可直接积分而求出以0。 


習 題 

洧去循环坐场 Oh h 0是欧勒角 h 求在外場 9) 中对称陀螵的拉 


烏斯囹数。 

»:拉袼朗日函数 



m 


迮則方搭 


[箱七本] 


L = ^r (办 +0 siu^ 4 - {ifr +^ cos — (7 (<py P) 

(見 S 35 潛題 l ) a 拉烏斯函数 


H ^ p ^- L = 




$^lL(Q2^^ ? i n a 8)^U(v f 5) 

M 


此式中的第一項是可以去掉的常数。 


§42,泊校 l 括号 

f ( P ，L #) 是一坐标、冲暈和时間的函数。与出屯对时間的全 


樹商 


n 

dt dt 


?(普 


和+ 


&/ 




k ) 


从哈密頓方程 (403) 中把 A 和“的表示式代入此式則得 




+ Wh 


(43,1) 


这里我們采用了符号 


a/ an af \ 


(42,2) 


^ Pk J 

式 (4 2 ,2) 叫做 H 和 / 的泊松括号。 

F 我們知道，驾体系运动时，动力学变量的不發生变化的函数 

m 

«• 

叫做运劫积分 P 从 (42,1) 看出，要量/ 是运 动积分的^件 
可以与成 

' 砮 +WX 


(42,8) 


却果运动积分不明显地依賴于时間，_未 

(丑/)=0, ‘ (42,4) 

I 

卽它和哈密頓函数一起的泊松括号应等于奪。. 

• • •. 

与 （42,2) 类似，任何一对最 f 和 g 的泊崧括哥被定义泠 


^?(€ 老 - H) 


( 42 , 6 ) 



:% 421 4拍松括夸 17分 

I ■ _ I ■ I W N I |_ __ _ _ —■ - ^― p ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ I _■■■ ^ 

泊松括号具有下列性質，幷且这些性質都容易由定.义导 fit。 

X 

拇两个南数对調,那末泊松括号变号,如果其中有 一个函 数是 
常:1 〔C) ,那末拍松括号等于零，卽 

{ fg } = - {0} ! (42,6) 

{ M =0 o (42,7) 

其次还有 

g 、= ifxg ) + ifsgh - ^2,8) 

{fifh 9 } ' fi { hg 、 +/ 2 {/i^>0 (42,9) 

収 (42 , 6) 对时冏的偏微商可得 

如果却中有一个函数/或 g 是坐标或冲量，那未泊松括号簡 
化为榀銳商： 

J 

{/?ft} = ( 4*2 , 11 ) 

(/. 叫 H- (42 ,m 

公式(4 2 ,11〕可以，比方說，在 (42 ， 5) 中令 g = 办 来得到，迖时盤个 
和縮戚为一項，原因 | 二心，而 dq^/dpt = 0。在 (42 ， 11) 和 

(42,12) 中讓/等于&和私我們可得 

te^}=0j {^g*> =4。 (42,13) 

苗三个函数所組成的泊松栝号間，有下列关系式 存在/ 

{/ W) + {g{hf} } + (M/P) > = 0 ， (42,14) 

它叫做雅可比恒等式 

为了証明它，我們来注意下面的情祝。据定义 (42 ， 5) , 泊松 
括兮 {•"> 是变量/和//的一級微商的双綫性齐次阑数。因此，比 
方說，认{.«〉則是变景/和；;的二級微商的转性齐次雨數而 
等式、 d M 的整个左攰部分是三个函数/, 2 和々 的二鉍微商的 
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綫性齐次函数。我們来集合包含/的二級微商的各項。第一个括 
号內沒有迖类項，它里面只有/的一級微商。按下列公式引入綫 
性黴分算符 

A (^) ^> 2 ( 9 ) ^{^)1 

我們把第二个括号和第三个括号写成象征的形式,那末 

{夕_ + Wg )} ，九/}} - 爾 

= ZM A (/)) — A ( Al (/)) = (A A - A A )/。 、 

很容易看出，这样的綫性微分算符的組合，不可能含有/的二級微 


商。事实上綫性微分算符的一般形式是 




d 


3 


8 x k ^ D ^ rik ~ dx ： 

式中 ffc 和他是变量 A , …的任意街数，那朱 








kVi 




^ 去 

dti S 


. dx k da^t 


m- I ^ ■ 




dx k & x t 


而它們的差 


- a 


^Vt 


Vk 


\ 

2irr,A. / 


3 


3( t h / dxi 

也是算符,但只包含一殺微分。由此可見,在等式«2, 14) 的犮迖, 


所有含 /二級微商的項 都栲芨 消去了，旣然，同样的情況也适用于 
函数0耜 A , 因能所有表达式也都恒等于零^ 


泊松括号的重要性質在于:如果/和是两个运劲积分，那未 
由 它們所 組成的怕松括号也是运动积分，卽 

UW = 常数 <42, 16) 

(迖就是所謂泊松定理)。_ 

如粜/和7本明显依賴于时間，則这个定理的証明十分簡單^ 


在雅可比恒等式中令 h 拉 H 可得 


山此可 k;., 如果 { Ti ^ = 0 #.R { Ilf } - 0 T 則必有 {"(./>}) =0, 
这也就哼策要証明私 

如^运动积分明显地依賴于时間，那末基于(4\1)我們写出 

. ^{ fp } i ^{ fs)}o 

应用公式 (42 , 10) , 再利用雅可比恒等式把括号 {H < / W ) 換 成另外 
两个括号，則得 

| {_M = + j/|j - U'(^»~ = 

. =綴 +( 丑乃，? )+{/，_+(吩)！ 

或洛 

f 汾 H 糾 4 徵， （ 42 ， 16 ) 

在一般憐呪下的泊松定理的証明由此已很明显了 3 
白然，应用泊松定理，我們幷不是一定得到新的运动积分，因 
为运动积分的数目总是有 m 的 (2* — 1个+其中 s 是岛由度数 )， 在 
某些情呪下，我們可能得到毫无意义的結果一一泊松栝号化为常 
数。 而在另外一些情況— F ， 新得的运邊积分，可能只是原来运动积 
分/ 和,？ 的爾数，如果說旣不發生前一种情祝，也不發生后一种 
情札那朿泊松括 -8 -給出新的运动葫分。 

' 習题 

1. 試求由質点的冲盘 P 和冲置矩 M =[ rp ] 的笛卡尔分童所組成的湞 
松括号 、 

解：应用公式< 42 ,]心可得到 

― 一忌 ( 即 s — 巧 ^Psf 

冈祥还可锝到两1、公式 





4 

msf 仿箱 




其他括号，可用循环巷換指榇 a yw 的方法求得 3 

2. 試求由矩 Af 的分量所組成的泊松括号。 

解：直接枳据公式 (42,5) 計箅可得 

旣然不闻粒子的冲量和坐転是相互独立 的变董 ，鄆末，显然，習題1和習 
鹿2中所求得的公式,对于任何粒子体系的总冲量知总冲置矩也都是正确 
的 0 ^ 

3 . 試証明 ^ 

* . 

{他}=0, 

其中帝是坐标和冲量的住意无向函数 。 r 

、解：无向函致只能以0， Arp 的組合形式依棋于向董 r 和 p 的分置, 
因此 _ 

V ^ I — 咖 ■ p ， V ' 

• 9 r a ( pr ) • 

对 a ^/ ap 而言亦是如此 3 考虑到上:面指出的微分法則,所要求的关系式可通 
过根据公式婢, 5) 的直接运算采檢驗。 

4. 轼証明 、 

{/ 岣卜 [” /L 

其中/是粒午的坐标和冲鳌的向量函数，而 rt 是軸0方阏的單位向置。 

解:任意向量 /(q P ) 可写成/的形式，式中朽， 
朽？巧是无向函數。虚用公式 （42,9) , (42,11) J (42,12) 和習題3中所証明」 
的公式，可以通过直接运算亲檢嫌所要求的关系式。 

J 

+ 、 r 

§«作为坐标函数的 作用* 

在定出最小作用暈原理时，我們研究 M 积分 

— S^=j:Zc ^， (43 , 1) 

. •• 

达里是沿給定位置？ ⑴和？〜 間的轨遒进行积分，而 W 和？⑵是 
体系在給定时刻6和6的位置。在变分伤用量时,比較了浯着具 
有同样和 ? fe ) 値的邻近軌道的迖■^分之値。迖些軌道 
中只有一条对应着眞实的运动 ，这就 ^积分沒最小时的軌道 > 




[S43] 


作为坐标菡数的惟用 
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我們再从另外一个角度来着作用量迖一槪念。就是把 S 看 
成描繪沿異实軌道之运劲的特性的景 ，幷 比較它萑具有相同起点 
? CA ) -? a > T 仍是荏时刻 4 通过不同位置的那些軌遒上的値。換 
句話說，我們把对眞实軌道的作 m 景积分看成积分上限的巫标値 
的函数。 


在从一个軌道轉到另外一个和$邻近的軌道时，作用量的变 
化(在一个商由度的儕呪下）由式(2,5 ),卽 


dS = 


SL 





d 0 L 
dt dq 



烚出。然眞实运动的軌道滿足拉格朗日方程，那末玆里的积分 
就 将等于雲，荏笫一項中，假定在下限和 (O =0,而如 ( O 簡單 
地表示芳和。同样把 ^ L/ai 換成 pB ， 我們最后得到 dS ^ pdq , 
或索在任意多个自由度的一般愦呪下 


S Pi^i 0 (43,2) 

i 

从这哭系式可得出結論:作用量对坐标的偏微商等于相应的 


冲量，卽 



(指， 3) 


当我們研究在給定时刻 G 从給定的位啬幵始，但是駐不 
同的时刻結束于給定位置的那些軌道时，同样可以把作 
用悬理解力时間的显函数 3 应用适当的积分的变 分法， 可似求出 
在迖种意义上荥理解的偏微商 . 然而用下列方法处理，应 
用我們已知的兹式 (43 , 3) 更为簡單。 

根据作用量本身的定义，在軌逍上它对于时間的全微商等子 


dS 

d & 


L 


(43,4) 


另一方面，荏上述意 : 义上把滾成坐标和时尚的新数时，利用公 


式 (43, 3)，我們便有 


正朗方租 




dS 

dt 

H ： 較两式可求得 


8 S 










最后可求得 


百 




( 43 , 5 ) 


公式 (43 , 3) 和 (43 , 5) 可一起写成下式 

dS^^d^-Hd^ 


(m 


迖是作用量作为在 (43, 圮中积分上限的坐标和时間的函数之全微 
分表芾式。現在假定，不只是改变运动終点的坐标(和时間），同时 
也改变运动的起点。显然，与此相适应的汶的变化，将由表达式 
(43,6) 在两头的差給出，卽 

必二： S ? 产邮幻—丑⑻必 3 ) — S # 5 邮”+丑⑴淑 (43,7) 

i i 

迖关系式本身业 a 表明:在运动时,无論外界对体系的作用怎 

么样，它的末状态都不能是起始状态的任意函数，只有等式 (4 S ,7) 

■ 

右边部分是全微分的那些运劲才是命能的。因此，和拉格朗日函 
数的具体港式无关的最小作用量原理存在的事实本身，與铪可能 
的运动加上了一定的限制。例如，对于从空間一定点，向外面飞出 
的粒事束，有可能建立一系列普遍的規律1 不依外場的形式为轉 

I 

移)。研究这些規律是所謂几何光学的对象。 

値得指出，如果把也标和冲量看作独立变分的量，幷根据 
(43,^) 把最小作用量的条件写成下列积分形式： 




Hdt 


(招， 8) 


那末哈密頓方程可在形式上由它导出。为了簡單起見，苒次假定 
只有一个盥标〔和一个冲爱），写作用楚的变分为 


US 


LM4 




疫渙第二項(分部积分)給出 


r)If 


-badi 




— ^^ i >^ — j 6 々(办 + 


dH 

办 《▽ 十 po 7: -广叭呼 十—好 
在识分限上，我們应設 因而 积出的項就去掉了。因芳办 
和4是仟意的、独立的， 剩下 的表迖式等 T 漯 H 有拓每个积分内 
的被积式都等于考的条件下才有可能，闵而 

dq^=—^ dt ， d /> - - 与 ’ 沿， 

J dp 

用而除后，我們便得到哈密頓方稆 p 


§44 莫培督原理 

I 

力氓体系的运劲可以由最小怍用量览理完全确定，'解从迖一 
原现所得出的运动方程，旣可求得軌道的形式，又可求得在鞔道上 
位殷对于吋問的依賴关系 c 

' 如果限制在只铯定軌道本身的冏題上 ( 問題的时間郎分放在 
一# .; ,那末为了这一目的，可以建立最 W 、 作用量原理的簡化形式^ 

假定拉格朗 I ]函数，而同时还有哈密顿函数不明 M 地0含时 
間，闳.此体系的能景守恒： 

H { p ， <1 、=.匕；常数 : 

在最小作用量原/理中，我們将不比較体系 C 苌卞的两个給定位 
值:間）的所有虛运勒/而只比較那碑滿足能置守恒定体，具有能箭 
凡的运动。积分对这样变分的極+性，逍不是作用贷点小的充分 
条 AM 0 适是必要条件,、 

把作州最写成 (43， s 〕 的形式,#把其中的函数 II ( p , g ) 改成 
常货也，則可以得到 

甲 

—u;) (44, 1> 

J i 



正則方程 


[笫七聿：] 

(我們用 G 表承迗动的起始时^，而运动末时刻簡單 Jb 表负 
此式中的第一項 ' 

^0 =" { S ^ (44,2) 

有时叫做縮短了的作用量。 

显然，在能量芳常数时，对作用量的变分，就是对縮短了的作 
用量的变分。为了利用这样的变分原理，必須預先通过坐标 g 和 
t 的徵分匆，来表示冲量及 (44.2) 中的所有被积式。力此必須应 
用定义冲量的式子 

^ 『 音 （44 , 3) 

及能量守恒定律的方程 _ 

E ( g ，^ h E 。 (扭， 4 ) 

从此方程出發，逋过坐标？和屯們的微分 df 来表达微分 dt， 幷代 
入公式(44, 3) ，那末我們便逋迓 qmdq 来表示冲量了，而且能暈 
五将起參量作用。这样得到的变分原理，决定体系的 軌道； 迖原理 
通常叫做莫培督原理（虽然它精确的定义是由拉格朗日和欧勒烚 
出的)。 . 

拉格朗日函数一般的形式 (5,5) 是动||和位能的差： 

^=-^2 如⑷柯 17( g) ， 

我們在明显的形式下亲对它作上述处理。这时冲置 

t 今说“ ' 

而能量 丑=备 S 如⑷土‘+卩 (g) 。 

心 i ， 史 

由于后一等式我們有 

Y 2 XE - U ) 


(44, 5) 


1% 44 ] 
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把此式代入 

^Pidq { ^a tk ^dq { , 

i i tit 

便得到下面形式的縮短了的作用量: 

J 。 (44,6) 

*■ 、 ii -fc 

例如 ，一 个質点的动能 


(其中 m 是粒子質量，也枭軌道弧元），因而确定軌道形状的变分 
原理是 

« 

6 成= 0, i ； M ,7) 


迖里是荏空間两給定点間取积分。这种形式的原理是雅可比提出 

的。' 

在質点自由运动的情況下， U ^ b , (44,7) 給出意义不大的钴 
果 

■ ^ 

5 [说=0, 


卽質点沿最短途徑直綫而运动。 . 

我們苒轉到作用量的表迖式 (4 M ) 上，迖次我們对鑫量 丑来 
变分沱。作招量的途个变分等子溥的条件铪出 

私 ^d^-(t-u)dE=o r 

oiii 

或 

e ^^ t - f 0o (44,8) 


对(44，(3)形式的縮短了的作用量，这个等式化成关系式 




KE - U ) … (44,9) 

这关系式不是 別的， 就是方程(44, S ) 的积分。它和軌遒方程一起， 
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方锃 


f ： 銪七幸:; 


就可完全确定运动 

，題 ' 

从变分原理 (44,7) 出發求軚道的微分方程， 

解：进行变分 7 我們就有. 

和各 ，鬥 ir 叫：. 

在第二項中考虑到 ⑽ =加， 因此 dl ^ i ^ drddr , 在迖項中进行分部积分， 
然后讓被积式子中的办的系数等于零，我們便得到軚道的橄分方程 

算出等式左攰的微商，再引人 F = ^ SU /3 r r 可把微分方程写成 . 

伽一 F — (Ft)t 
奶 2{1< - V )， 

式中是軚道切綫的眾位向置 q ^ F -( Ft ) t 是力在軚道法向上的 I 
分直从微 分几何知道， cPr / dl ^ dt / di 等于 n / R , 式中 B 是軌道的曲 

荦中视，而 n 是敎道主法綫上的眾位向置。用 wf /2 代捵1:^)7,我們得到 

„ 

n 飞 7 

这和已經知道的曲綫运动的法岗加速度公式相符合 3 

§4&,正則变挨 

广义坐标？的选擇不受任何条件妁限制，沱們可以是任 M 帘 
値确定体系在空間的位置的 s 个量。拉格朗 R 方程的外形与这样 
的选擇无关,因而在这种意义上可以說，对于从坐标办 ，办 ，…到 
任何另外独立景込 ，弘，…的变 換而言，拉格朗日方程不变，新坐 

标 Q 是旧坐标？的函数，幷且这种选擇也是許可的， 当怍 这种选 

«• 

掙时 ，卞們 之間的关系还 M 含时閗，卽所說的是变換 

I 

Qi ; Q : 乂殳， (45 , l) 

(有时，把它們叫做点变換)。 

除拉格朗日方程外，在迸杆变換 (45,1) 时，很显然还有哈密頓 

h 


15 45] 


正叫变涣 
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方程 (40, 4) 也保持自己的形式，然而，哈密顿方程在实际上允許 
更多种类的变換。这$然是閃夯在咕密頓方法中，冲最 p 像來标 
7—样，也起独立变量 : 的作用，闽此变換这一槪念可以扩大到 
包括以个独立变優$和7到新的变量 p 和 Q , 依下面公式的兖 
換： , 

心， y ，0，' (姑 $ 
許 y 变換神类的此种扩大是力 举 的哈密顿方法根本的优点之一 
' 然而絕不是說，在进行任湓形如 (46,2) 的变換时，运动方程深 
持舀己的正則形式。現在我們来求变換要滿足怎样的条件， 才能. 
使柘新变景 P , Q 时运动方程具有下列形式： • 



a / j f 

dPl 


- 


an 

^Qi 


(45, : V ) 


式中 //■ 适一新的哈密顿函数# (A Q ) ^能作到这点的赍換叫做 


正則变捵。 

可 mr 时的步驟来求得亚則变換公式。在§ 43末愿我們时 
經枏出，哈密齦方程可从_ 形式的最小作用,量原理浓得： 

朽 | 冰 —Hdt ^ — 0 \4^.4) 


^并 [1 独立炎分所有的艰标和 ，中 悬)。 

.1 

芳丫他新变蛩 P 和9也滿足哈密頓方程，最小作用景原理 



㈣ 


i.A ： d,b) 


对它們也应约成:立 ，当 (45,6) 中的被积式子仅相菩一个 
肀标，冲最和时問的任葸南数，的全微分时，（45, 4 )和0心 6) 这两 
个鉍小作 m 景原现才等效，这时两个积分之差将是在变分时不起 
作 m 的常景（ 〆 在阴积分限 iukj - 港）。由此可見，应該有 

V ^ d< fi If ijf - dQ { - ir di -f dF 0 ， 

任何正則变検，都 h 行己的所 ㉟ 变換的导引函数尸来表征，把上 
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列关系式写成 

钭吻 I — 2 巧 <*弘+(丑 , 一五)淑， (45,6) 

我們可以看出， 


Pi =^ 


BF 

耳 i 


Pi 


eF 


丑，=丑+ 

L 


dF 

aT 


(45,7) 


迖时假定导引函数尸是巳知的新旧坐标 c 和时間）的函数： 丑= 
= ^( g , Q ,0 o 在函数^已經耠出的犄呪下，公式(45, 7) 建立起 
旧变量 O , W 利新变量 （ P , Q ) 之間的关系，同时还給出新哈密頓, 
函数的表适式。 ， 


" 不逋过交量9和 Q 表进导引函数，而逋过旧坐标？和新冲量 
^宋表迖导引函数可能会方便些。在这种情呪下，为了要推出正 

I 

則变換公式，应該在关系式（45, 6) 中进行适当的勒祥得尔变換 a 
就是說 ，把沱 改写成 


iKF^P.Qd^ Pidq^Q, dPrHIT — B)dt 。 

等式左攰微分符号 T 的式子当通迓 g 和 P 表适时，就是新的导引 

«• 

兩数/用婀？，户，0表承它，我們就有③ 




• *i 


"dt 


(45,8) 


用类似的方法可得該导引函数仅依賴于变 f ： p 和 Q ， 或者仅 


依賴于 P 和 P 的正則变換公式。 

应該指出，新归哈密頓菡数之間的关系，永远可用同一种方式 
表达，卽差片一及由导引谫数奇时間的偏微商給出 5 特别是,如 
果导引函数不依賴于时間，那末 丑。 換句話詭，要在这种愦 


0> 应当指出，取形状为 

0 A 

的#引函数后(式巾/;是任意菡数），我锕将得刹使翻垒标弘的变涣，也卽 
是使新垫标只用旧坐标(狙不用冲蛮)来表迖的变換。这些都是点变它們尙然是 IE 
則变換的特栋形元^ 
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况下得到新含液頓菡数，只須把在丑中的量 JJ , g 用新变量 P , 
Q 来表迖_了。 

正則变換的广蕊，在很大程度上已使哈密頓方法中广义银标 
和广义冲量槪念丧失其原始意思。旣然变換(46, 2) 使得 P ， Q 中 
的每一个量旣同坐标 g , 又同冲置 p 联系了起来，那末变量 Q 就 
已經沒有純粹空間坐耘的意义了 ^两組变量 e 之間的差別，基本上 
只是名称的不同了。这种愦形非常明显地表現在，比方說， Q " i ， 
巧二— ％®的变換中，这一变換显然不改变方程的正則形式，而仅 
仅侦噬标和冲最互襖而已。 、 

由于名称是假定的，在哈密頓方法中的变晕2?和 g 常常簡称 
为疋則共軛量。 

紐 i 則丑.视的条件，可用泊松括号来表示。力此，我們来証明关 
于泊松栝号相对正則变換的不变性的呰通定理。 

餃 ( f 9 ) p , a 是/和0的泊松括号，幷且在其中是对变量 P 和 
q 进行徽分，而 ifgh ' Q 是对正則变量尸和 Q 来微分的泊拴括号。 
那末 

{f9)^= {Mp.Qo ( 45 , 9 ) 

应用正則变換公式逢行度接运算，可以証实这一关系式的正 
蜗性 5 徂也可以不逬行运算而只用下西的討論亲証实。 

• s 

首先可以着出，在正則变換〔45,7)或 05,8) 巾，时間起着 参:董 
的作用。因此如果我們能証明定理 (46,9) 对不直接依賴干吋閊的 
量是正确的話，那末它在一般情况 下， 也是正确的。現在我們純粹 
形式地把看咸某一假想体系的哈密頓函数。根椐芬式〈42,1)， 
迖时但微商 df ; dt 只可能与（我們假想你系的） 
运劫性質有关,而与变量的迭擇无关。囡，从一組变量变換到另 

」_ : — h - _ ... -- -- 

h 

© 迗里是指广义冲玺利广义盥标两 M 变置 一- 譯者注。 

①应当指出，此变換相应于导引闺数 
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s 

\ 

—組变量时，泊松括号也不可能改变 n ^ 

由公式 (42,13) 和定理 (45,9) 可得 ， 

说 dfO, {JV\}p 产 0 , WQ*} P, 5 = «5(!fc ^ (CV ⑴) 

这就是应用泊松括号所写出的，为了使■变換沪 ， q — J ' Q 为 
正則变換新变量所必須满足的条件。 

値得指出，就是荏运动中，景 P, 5的改变也可 4 若作正則变換。 
这一看法的意思如下。讓妁冲焉正則变董在时刻 f 的値，而 巩 -M， 
^ 是卞們在另一时刻 i + T 的値。后者乃是前者(以及作为窭景 
的間隔 T 的大小)的某种函数： 

%卞7=交（的，为， t ), PN.^=i?(^,y ft t ) 0 

如果把这些公式看成从变量 q ^ Pt 到变遣 q t + r , 奶竹 的变換 ， WM 
达将是正則变換。事实上，量如 T , Phr 像变量仍，於一样满?£芷 

最 

則方程，它們之間的差別，仅仅在于时間計算起点不同 。 

§«. 刘維定理 ♦ 

为了使力学現象能得到几何上的解釋，常常^用所謂相空間 
■这一槪念，相空間就是 A 雑空間，体系的、个广义屯标値和\个 
广义冲量値安放在它的坐标軸上。空間的每一点都对应潛力令体 
系的确定状态。 a 体系运泌时，表示它的相点在相空間中画出一 
道綫来，这綫叫做相軌迹 。 、 

I 

微分的乘积 

， * 

； ^T ^ dg 1 ^ dgsr - * dq 3 dp ±“ - dp s 

s 

可看怍相空間的“体积元' 現在我們来研究积分 f^r, d 是对栩 

«• 

•• 

空間某一区域的积分，它表示該区域的体积^我們来証明，这一数 
曩有栩对正則变換的不变性的性質，卽如果进行从变景，到 
i% Q 的正則变換，那末？空間和 P, Q 空間的对应区城伴积 
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刘雄芏理 


相 


「’ ■ J - - - dp^_ * - ■ dp^ = J'' dl\ “ “IP (46,1) 

大衆都知道 , 在重积分中的变量的变換按’ re 面公式进行： 

卜 ■ J dQy “ dQ s … dPjf = d / 却」… 也, ， 

式中 

1 > 46,2 ) 

^(gv - q ,, pr - p ,} - 

是所謂变換的雅可比式。因吐，証明定理 v '4( i ,1 .i f | 钻为証明並則 
变換的雅可比式等于1，卽 

Z ) = 1 c (46,3/ 

我們来应用 LL 知的雅可比式的一个性質，卽在某仲意义上，可 

， 

把雅可比式看戒分式的迖种性質。用 & ‘除分 


1 ) = 1 


子和分母”，我們便得到 

t \_ 5(Qr..Q” 巧… O f S{^ … q” pr^p?) 

^^" a ( ? r -^ s 7' Pi ：7 ^) / 

根擗雅可比式的另一个犬家知道的規則，卽如枭在雅可11：式的“分 
子'和“分母”中出現同样的量时，雅可比式可化成变量校少的雅可 
比式，#且在进行一^微分时，其中栩同的被除力的最应着作常 


E > 闲此 

D 二 P( Q !， \ ^Qdl / \P^ : H } ). (邺 4.) 

iM 、 gi n ) ip ，/ \ d { i\ 7 P ,)) K , - 

孜們来研究一下蚝式分子中的雅可比式、按定义，这是一个 
由元忐 dQJdq k (第 i 行和第 A 列的元•素；所組成的#阶荇列式。 
借助 r (45, s ) 形式下的导引函数以^ 朽 来怍一个正則变換，我 


們得到 

BQi _ 

—. _■ _.— ■ 

Bq k 

VJM 样的方式可求得式 （ 46 ， 4 ) 分母的行列式的 i ， （元 素等于 
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[第 七窣 rl 


, 这就是說,两个行列式的差別,仅仅在于把行換成列 
和把列換成行 & 因此它們相等，于是关系式 (46,4) 等于1,这就是 
所要的証明。 

現在讓我們想像相空間中一小区域，其中每一点都在按所研 , 
究力学体系的运动方程随时移动 D 这样一来，整个区域也都将移 
动。但迖时它的体拐是不变的： 

常数。 ' (46, 6) 


这一断首(卽府謂刘維定理)可直接从相体积在正則变換时的不变 


性，以及奄运动中 P ， q 的改变也可看作正則变換（上节末尾已指 
出)这一点得出。 

用完全类似的方法可証明积分 




的不变性，其中积分是沿着相空間中的二雑，四锥，……的簇來进 
行的0 ^ ， 


§47. 哈密領-雅可比方程 

在§43中曾引入了坐标和时間的函数的作用量的槪念^我 
們也指出过，迖一窗数况 (h 0对时間的偏微商和哈密頓函数間有 
关系式 

^ 誓+丑 (?， p ， 0 =<v 

S 

而它对坐标的偏微商等于冲量。把哈密頓函数中的冲量 i > 依此換 
成微商我們便得到方程 




U ^ 7 ] 


哈笛頌 - 浓可 it 方科 


: m 


oS 丄 hY . . cS 


es 

，■‘ 


； 0 = 0, (47,1) 


函数叫， 0应滿足迖一方程。这是一救偏微分方程，它科做哈密 

頰-稚可比方程。 

除拉格朗日方程和正則方程外，哈密頓-雅可比方程也是积分 
运动方程的一个遇遍方法的甚碰。 


在講述这一方法之前,我們酋先提汞一点,就是任何一級偏微 
分方程都有一个依賴于一个任意函数的解，迖个解叫做方程的普 
通积分。然而，在力学的胶用中，起主要作用的幷不是哈密頓-雅 
可比方程的普遍积分，而是沱的完全积分，这个积分是偏微分方 


程的解，卞合有的任意常量的数目，和方程中独立变逼:的数吕枏 


同1 , 

莅哈密頓-雅可比方程中，时間和坐标是独立变景。因此对 s 
个自由度的体系而言，这方程的完全轵分应含有 s + i 个任意常数。 
在这种情況下，由于菡数及权仅以自己的微商存在于方程中，因此 
完全积分的任意常数里，有一个常数应該以相加的方式出現，也就 
是說,哈密頓-雅可比方程的完全积分與有下列形式： 

.G ，办，-'.，％;«!， …，叫'产 A ， (47 , 2) 

其中〜，+，•，％和/是任意常数 ® 。 


①过然哈密傾 - m 可比方程的蒈遍积芬对我捫來說幷不必要， 伹我 ir 措出 ，如枭 
巳知完 全积分的話，? a 能够求出它。为此我捫詆为蚤』是其他常数的任逋菡数： 

■ 方^ / G ， ■*、仏； A ， …，〜）+」（叼 r …，〜）。 

栈掮 S 个条件 


用垒标和时問的函数亲代餐我捫得到的依賴于任滋商数2 (仏的形式的 
蛰通积芬。事实上，对由此得到的函戣心我捫有 

和 i (站滿足 PS 密啜-雅可比方程，因为根据瑕定， £( t f q ； a) 是这方糂的完全积 
分。所以微商 os / d qi 也稱足 哈密換-雅可此 方程。 



liMi 


正則方裡 


m 七求] 


現在我們来考査哈密锒-雅可比方桓的完全积分和我們威兴 

h 

趣的詬动方程的解之間的失系 .： 为此，我們进行由量到新变 

量旳正則变換，幷迭 /(*, ?，<怍为导引函数，而选量 

作为新冲量。新坐标我們用呔，礼，…，氏表示。由于导引南数 

I— j 

依賴于旧坐标和新冲量，因此我們应該应用公式(4&，8): 

你 = 令?界产酱， Et = iH + 去。 

旣然函数/滿足哈密頓-雅可比方程，那末我們可以-看出，新 
哈密頓函数恒等于零： ： 

所以新变董的正則方程有4 =〜戎= 0的形式，由此可得 

' 4 =常数，汶=常数。 （47,3) 

■ 

另一方面 S 个方程 



又給用时間和2$个常量 a 及办来表示 S 个坐标提供了可能 。因, 
此我們便求得运动方程的普遍积分。 

由此可見，应用哈密頓〜雅可比方法来解决力学体系运动的問 

«• 

題,归結沟如下的运算。 

根据哈密頓函数写出哈密顿-雅可比方程,求得此方程的完全 
积分(47,2)。对任意常数 a 分窀，幷使之等于新的常数 A 迖徉 


耽得到 s 个代表方程的方程組 

普4 (47,4) 

I 

解这方程組，我們就得到作沟时問和 2 s 个任意常数的函数的坐标 
q, 然后冲置对时間的依賴关系可由方程 Pi = SS'/dq, 求得。 * 

如果我們有哈密頓〜雅可比方 fe 的不完全积分，它所依賴的任 
意常数少于 s 个，那末虽然我們不能用它苯得到运动方谋的普遍 


■ s m 芬离交货 ^07 

积分，但是可使求一般积分的問題簡 化 & 替如說，如果已知含冇一 
个 K : 总常数《的函数 A 那末欠系式 

I ， 

給出一个联系幻，…， 办和，的方程。 

如果函数孖不明显地恢賴于时間，也就是說体系是保飞的， 
那宋哈密頓-雅可比方程将取更簡單一些的形式。迖时^作用贵对 
干时間的依賴芜系归結力加上 — Ei ， 卽 ' 

S = S ,( q)-El ( 4 r /. X ) 

'； i ! §44穴代人(打，1)，我們得到对于縮短了的作 m 量 .av f </) 

密頓-雅可比方程 

丑卜广仏 ； {A1 ^> 

、 eg , / 


§48. 分离变置 


在:一系列重栗的情呪下，哈密頓-雅可此方程的完全积可 
用分离变鼉的方法求得，远一方法的实質如下。 * 

假定說，在哈密頓-雅可比方程里，某一坐标彳我們 m 仏表 

示把及与之相应的微商如丸，忟以某种組合史(幻，普)的难 

式出現，而迖种組合中幷不包允其他 坐标威 时間)和徽商％也就是 
說,方程具有下列形式> 

S 




es _ 


為. 


n 的 






其中用 A 表示除幻外其佘所有哗标的集合 



在这钟愦況下，我們将守求下面形式的解: 

S = ^( q t ^^ S x {^, 

把此式 R 人方程 MAI ) 便得到 


( W ) 


(4b : 

*1 j 
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d 没 


dqi dt 





(48,3) 


假定說解 (48, 2) 已找 到了。 那末把它代入方程（48, 3) 后，方程 
(43, 3) 就应变成恒等式，而这一恒等式在心为任何値时都是 正确. 


的。但是当公变化时 ，只 有函数 P 可能变化，因此等式 (4 S ，3) 的 
烜等性要求函数炉本身是常数。于是，方程(48, 8) 就分成了两个 
方程： 

4 1 ，鸯)〜 （妨， 4) 

斗 1 ^，聋「，香，〜卜。，，⑼， 5 ) 

其中 A 是任意常数 s 上面第一个是常微分方程，函数 S 乂 qi ) 可由 
它經 M 簡單的积梦求出。此后还剩下偏微分方程(48, 6) ,仴其中 
—立挛量的数目 B 經少了。 

如果能用这种方法分离所有 s 个坐榇和时間，那末求哈密 
頓-雅可比方程的完全积分就全部化为泶积了。对保守伟系而 
言，实际上只要在方程 (47,6) 中分离 s 个自变量(坐転），夜完全分 
孩的犄况下，所要求的方程的积分具有下列形式： - 

及及 *(?*; A ， …， A ) —孟(内，…， a H ) t ^ (48,6) 

其中，每个 函数义 只依賴于一个坐标，能量忑則是任意常 数处， 
■.，，％的函数，把 A = S 私代入方程(47, 6) ， 就可求 得它。 

循坏变量妁 k 况是分离变量的特殊情况。循环坐标办不显 

含在哈密頓函数中，因而也就不显舍在哈密頓-雅可比方程中> 

• • 

茲时菌数 f (的， 景)变%册，而由方 程淨， 々根容易得出 
y 于是 

S^S r (qi, t) +«1?1 0 , C48,7) 

这时常数街不是別的，而正是对应于循环坐标的冲量 p x = BS / dq t 
常数値。廖当注意，对保 Vf 系統而言，把吋間分离成一朌的形 
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芬筲变童 




式是对“循环变量”丨的分离变董的方法。 

由此可見，夜哈密頓-稚可比方程中分离变量，包括了以前我 
們研究迓的以应用循环变景为基础的令种節化运动方粗的倚祝。 
現在还可培添一系列的倚况：卽使雉标不是循环分离变量也仍 
然可能。迸一切都表明，哈密顿-雅可比妁方法是求一般运动方程 
普遍积分是有力的方法 & 1 

为了在哈密頓-雅可比方程中分离变量，适势他选擇坐标具 
有决定性的盘义。我們来研究往各种出标中分离变赍的几个例 
子》由于它們和質点在各种不同外場中运劲的問題有关，因此托有 
物理意义。 

1. 球坐标。在 (m o 坐标中，哈密頓函数 

如果 

就可分离变量，式中 o { 9 ) 是任意函数。此式最后一 
項未必有物理意义，因此我們只研究下面形式的場： 

+ (48,8) 

莅迖种愔/兄下，函数乳的哈密頓-雅可比方程是 

去 C ) 3 +♦) -卜 2; V 1 (警) 3 + 2 —(叫 + 

丄 1 { ^0 V „ F 

2mr J siti a 9\S<p) 0 

. 考虑到坐标炉是循环的，我們来寻求下面形式的解： 

- fiS ' iCr ) + » 

对于函数& ( T ) 和私⑺）我奶得到方程 

(警） +2_(没)+^^ =泠， 



4 20 O 





4 - J ^/ 2rfi{E~a(r)'} — ^ dr 0 (4S,1*) 

久， & 瓦在这里是任意常数，对$們来微分上式，幷使結果等千莉 
的常数，我們可得到运动方裎的普逼积分。 

2. 抛物綫坐标。 从圓柱坐:标(本节中我們用 jo , 来表示 
屯）到抛物綫坐标匕％屮的过渡是依据公式 

卜:^ ( 卜 V )， p = V 6? (4 S t 10) 


淥进行的。坐标 f 和 W 可取从零到^的一切値，容易証实 S 和” 
为常最的曲面是两钱旋轉拋物面 (= 軸是对称軸)。引入半徑 ， 



n/^+V 


= i ( S + v )， 


(48,11) 


还可把关系式 (48,10) 表成另一种形式。迖时 

f + ^ = r — (48^V2) 

我們来建立質点在坐标 i , v , < p 中的拉格朗 B 函数。对时間 
微分式 (43,10) ,幷代入 ^ 


X = 巧 + —?/(/>， p , s ) 

4 

(圓柱坐标中的拉格朗日函数)，我們便得到 

I = (皆+备)+ 詈^ 3 - P ( f ， ％ 少)。 （48-13) 

,冲量汾 

於=穿芒+说，％ 

而哈满頓函数 


Li 4 叼 




分光 & 發 


v 
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--- 广 r l £ - J rU (^ > 7 , ( fi )... ^-, 14 ) 

在这种坐标中，物理上有意义的分离赍 M : 的惜嗖相应 F 卜列 
形式的位能： " 

na ( f )+6 iVr . “(r + zrhb(r — z 、 ■■■q — ，：■ 

t/ -*— _ M - . - - -— — ■- £l L T -h . C. 1 * I 


S^-v 


这时•我們有方程 


2 


w (^- h ^) L"V 


0( 發)、 


J 

, a(f ) 

T p 〜 > r 


( d . s ^ I 

2 m^ff \ dq > / 


爭 Up ,， 的形式分出，給方程廉以 
各項，便可得到 




努( 






+ 剌 (f ) - 州. 母 + 1| + 2 " (-管 . ） — 

o 

+ 777-5 (^]) — ril - J'l i ； - r ^ — 0^ 

So =_+ \[: 芒） J r^>2 iv ) 


假足 

則可得两个方程 


ma ^ \ ■ -\ f tiE^ -^7 7 ^ = ^ 


2 帶 

2 r ( ) + m & (”） 一 m &' H _ -,S 


•» 


积分迖两个方程，最后可得 

一 …柃、礙 


2 


2兰 2 f ~ 备 


U 


m W 技 vt h (r}) 



2 2” 
式中外，々，五是任意常数， 
3. 椭圓坐标。根据公式 




4,咖， 


Kt . 


P 


jVTF 二 1 卩 T : r ^ T ， - = 


( i^/i 
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疋則方糂 


[笫七幸] 


引入这种坐标常量 f 是变換叁贵。银标^的数値可从 
1变到^，而坐标 W 則从 -1 到+1。假定在 S 軸上皂和决两 

点的坐标力及^ ①，如粜引人到这两点的距离 n 和 

'^1=\/" ^ y ^- hp ^ , ^o = v ( s + a ) 2 + /> 2 ， 

則我們能够得到几何意义比較明显的关系式。把 (4 S ，17) 代入此二 
式可得 

. ri ^ Cr (^-7]) , ^£ = 0- (^ + ^), 


卜 2< j ， ' — — 2^ ° 


(48, IS ) 


把拉格朗 H 函数从圓柱坐标变換鸹椭圓坐标中去，可求得 

/ 」 = 车 (f 一 f) ( ， j^-h T ^-) 4 - 


ma 


2 


2 

由此得到哈密頓函数 


^-1 

— 1)(1 一妒 )0 — £7(^7?， p )。(48,19) 


[(卜 幻糾 1 -娜 


) 命吼％ 史)。 (48,20) 


卜 1 1 -rf 

物理上有意义的分离变量的情况相应于位能 

乙 、(48 邱 

式中 《( f ) 和 h ( V ) 是任意函数。在哈密頓-雅可比方程中分离变 

•» 

悬所得的結果是 


— +|^/ 2 mc s E +參二當: _ i ? 




I I } 


£ 


超十 


W 


W 丑-^ 


a -rfy 初。 ( 4S ， 22 ) 


< D 笔^ 的曲面 是以」^ 芳焦点的慷面族 

P / 坪 + p/a 〒一 1 ) = 1 ， 

mn 的曲面是有相同焦点的双曲面族 

s VdV 一 ^/ cr s ( i - f > = l g 



IS 


芬莴变最 


⑸ 3 


習 題 


試求粒子在場 


r 


_席命塌和均句埸的-合成 ：) 中运动的吩密傾-•雅可比方程的完全积分。 
m ： 这个場閎于 osis ) 的类型 ，幷旦 

• S 

b ( v ) =cc + Y ^ 

依据公式〈48,可求锝 

- S = — T:t + 







mE ■十 0 

• ^― ■ 

2 扣 


74 „ 
抑 ■一 


dtj 


—竹! 


式中 a 〆 ， ^是 tr : 袞常数。常数在現在的情祝下有确定的意义 7 它反映. 

:[ 〒十尝 .(: 作 - 冲 j ] -音印 

这个量(粒子光标和冲董的眾値 函數) 的守恒 5 方括号里的式子是 只有0翁 
場存在时的运动积分(見§ ] .5), 

2. 同上題 ，但場 的位能 

I 

(两个相距&的靜止中心的庫倚場 

解：这+場属予(犯^1)的类型，井且 

W 卜色土〜， l ( v ) 



V 


根指公式可隶得 


S 二 一 Et 十邮十 jj ^2 m ^ E-h 


fi 一 2 maiai H -« 2 ) £ 


Pl _ 


^-1 


( d a 





- J - J jkj cr ^ JJ — 


■0 + （c^ 一 a^} r} 


Pi 


dv > 


l —” 3 (1 — 1)9 

tm & 在現在的情况卞反改 

$ 亡 : — M^ + 2 ^hct (a^ cos 8 1 + cr 2 cos 0 2 ) 

这个量的守镱，式中苽是粒子的总冲量矩，6和^如圖55所示 & 







正則方 m 


浪七 聿] 


§49. 箱热 不变量 

我們来硏_究由某參量 a 所描述的作一雑有限运动的力荦体 
系，參贵 x 决定体系本身或体系所处的外場的性質 3 

假定說，參量 a 在某种外因影响下陡时間緩慢地(通常說絕热 
地)变化，“緩慢”变化是指在体系运动周期 t 时間内，^变化很小 
的那种变化，卽 




(49. 1> 

达个体系不是封閉的， t 的能量不 ; 守恒。但由于 h 变化的緩 
漫，因而可以相信，能量变化的速度及是与泰景变化的速度九成 
比例的。迖就意味着在 A 突化时，能景五是叁量 A 的某种函数, 

j 

搀句話說，就是有 瓦和九 的迖种組合存荏，它在体系运动的过程中 
保持不变。迖种組合称力箱热不变爱」 

設 H ( f , q ； k ) 是体系的哈宏頓函数，它依賴于參暈心按公 
式( 40 ，$，体系能量对时間的全微齒是 ' 


dE 

rft 


an 

_ ■ _ 

m 


8 N dk 
dt 


我們来求此等式在运功周期内的平均，考虑到 X 变化很搜(:同时 X 
变化也很慢 ） ， t 可移到平均的符号外面： 

■.户 

dS dk 


dt dt d \ 

而被平均函数 BS / dK 中只把 p 和 & 看作变量 A 不看作变量。換甸 

話說，平均是对体系在入沟給定 常数姐 的条件下的运动来进行的 & 

把呼均値写成:明显的形式 

~~ dH 


dE 


u r 

dt T )^ 


dt dt T ] i ^ dk 

根据哈冻頓方程 3 = dH / 3 p 我們有 





49] 


M 迅不变 M 


应用兹 
7 r 写成 


《it w 。 

dp 

- 等式，我們把对时間的积芬掩芳对屯耘的积分，井把周期 


叫>4盔， 

dp 

符号$是表示对坐标在一周期内的整个变化（“向前”和"向后0 


的积分閃此 

(oH $\ 

' dE _ d ：, fm / ei > 一 .)、 

().-.— -i - 

Jdii/dp 

已經指出过，这公式内的积分应該沿着^力給定常数隨的运 
誠■道进行。沿諧这獅軌道，哈密頓鲥数保持不变離値必，而 
冲量則足來括变贷9和两个不变的独立鑫量 E 及>_的确定的函 
数。把冲错漪成 函数 〆 ， 对参最人微分等式开(私 g ^') = 
，我們便得到 

<-.// . C.H cp 
(n 办说 

.十 ^ r.H；^A __ dp 

m r/r dp bl? 

把此式代人 (49,2) 上如的朽分中 ， 把下面积分中的被积函数哼成 
办/ 便有 

m dk fef 


dK 


dt r d 




(4 V . r ') 


①如疋体系的造鸭动 ㈤ 某个 轉角史軌尨央栝 L 那末对郝的积分 IA ; 誶沿 
避个一规'卽从墦到 h 來进行。 ' . 


200 


正則方程 


[第七幸1 


这等式最后可改写成 h 

砮 = 0 ， （ 4M) 

式中 J 表示沿五和 X 为铪定之运动軌道的积分 

1 r 

(职，5) 


这个結果表明， 当虐量 A 改变时，在所討論的近似愦況下 J 是常 
量，卽 J 是筢热不变量①。 

量 J 乃是体系能量(和参量 W 的函数。我們指出，对能量的 
犏撖商 

2 兀备 

[卽 (49,3) 分母中的积分]是体系运动的周期： 

2 兀普 =T 。 (49 , 6 ) 


如果应用体系相軌道的槪念，則可以给迖 积夯以 明显的几何 
意义，在現在这种情況下(一个自由度），相空間是二雜坐标系史， 
? } 而作周期运动的体系的相轨道是这个平面上的封閉曲綫，沿着 
这条曲綫所取的积分 (49,5) ，是該曲後所包圍着的面积 D 很明显, 
它可写成等效的曲綫积分 ' 


I TTT- — ■- 




或者对面积的二重积分 

I= ~^\ d ^ >dqa 

'作汝一个例子，我們來确定一雑振子的綞热不变量。它的哈密頓 


函数 


①可以証明,1和常数値的区 別是一 个指数性的小 S [ 如果函数沒有奇点 ] 





CM 9 ] 


杞热不变量 


5 Q 7 



式中^是振子的固有頻率。相軌道方程由能逼:守恒定律丑_&，？）= Y 
- E 給出。这是以 n /冗] 和 ^ r 2 E '/^ 为半軸的橢圓，宠的面 
积(除以心） - 

J = -o (49,7) 

CO 

跆量的絕热不变性意味若，当振子的叁量变化很緩慢时，能量 

I 

和頻率成正比。 

借肋于量 J , 可以給出封閉体系（叁量是不变的）运动方程新 

I 

的定义。 

选 J 作为新“冲量”,作变量 A ?的 IE 則变換。这时导引函数 
应該是表为？和 I 的函数的“縮短了的作用最”札。事实上，在体 
系能 S 給定的情呪下，私可以被确定。但在封閉体系中， j 只是 


能量的函数，因此私一定能表达成函数札(？， J ) 的形式，偏微商 
(晉 和当 J 不变时的偏徽商相等，皎此 

^ (49,8) 

这个等式与正則变換 (45,8) 的第一个公式相符合。笫二个否式病 
定新“ 卑标”(我們用犯柰表承它）： 


&S^(g, I) 

J Ik ■*•, 

01 


(49, 9) 


变和 w 称先 正則变量， 幷 Ji J 称沟 作用 变量，而 w 称为 角变 

旣然导引函数 &(?， 1) 不明显地依賴于时間，那末新的哈密 
钮函数人"等于用新变最表迖的旧哈密頓函数丑。換句話說， 

是表为作用变量函数艽 ci ) 的能最。正則变量的哈密頓方程分別 


为 



芷則 方搭 [馎七 車] 

? = 0, 士 = ^|^ (49,10) 

正如像应当有的一样，从第一个方裎得到 J == 常数，于是除能 
爱外，最 J 亦是常数，从第二个方程可看出，角变量是时間的綫性 
函数： 

一聲以 常数。 (49/11.) 

作用量 S 6 i , q , J ) 是张猫的#單値函数。每經过一周期 ， 这个 
函数幷不返问到原来的数値,而得到增量 

^o = 2^ I T (42, T 2) 

迖由公式岁匆及定义 (49.5) 可看出。在同样的时間内，角 

变量也闳此获得增货 

」 -^ ^-§ T AS ^^ (49,13) 

[迖可直接应用公式(劭 ， 11) 及周期的表迖式 (49 ，扪来 証实 ； U 
相反的，如果我們用正則变量苯表承 f 和 i ? [或它們的任何單 
値 函敎卩 (P, 0], 那末在扣改变化时，迖些函数将不改变自己 
的数値(在铪定 J 的愦況下 ) 。 換句話舅:，用正則变量来表迖的托 
何一个單値函数 iH ) 都是切的周期函数，而周期等干2% 

S 60. 多錐运动的一般性質 

我們現在栾研究作有限运动(对所有的坐标来說)的多自由度 
体系 。 假定迖时問題允許按哈 密頓- 雅可比方法完全分离变量。込 
就是說，逋过适均的坐标选擇,縮短了的作用量将是 

〜产 S^i (qt) 7 (so, n) 

幷且其屮的每个函数都只依賴于一个坐标。 

旣然/二^冲量是 

^ „ es \ _ ds , 




多癱迠 动的… ■般性貧 - OS * 

.• p p _ __ • ■- ^1 • . _ • _ — ^― _ I .. — - ^ ' * 

那朱闵数况可写成 

A 乜。 （⑽， 2) 


这些菡数是非單値的。 心于 ^动妁有限姓，毎个规标都只可 
能在有限的区間內变化。当仏在此 s 诎巾 “向 商广和“向后 ”变化 
时.作用量获得墦量 


式中乃是 


^」■、 V :- ’2 ■丁 f ,、 


( 50 , 3 ) 
(叫 4) 


迖1〖是对給定的％的变化 T 职分。 

像上节对一个 a 由度的惜呪所作的- i#， 我們現在来进行芷 
讯变換。''作用变置和“角 变置' 

CxU i " ' f \ 二、- ■■■、 i \ 

肌5、_ 


■，一 亂 m_— 

.J —■ - y • — 

c 〕 人 




将造新的 变景， 迭 m 的导引函数仍适 1: 用常. m 表为屯标和乃妁 
闽数;泶用这些变悬的运动方耝 


/ f = o ，" 




i/^iU 

Jfct sh 


W {= - 


常钛， 

dE ： J'\ .. 


dl ： 


常数 


用与 （49,13) 类似的計箅.可知 K 兮化 It ，卽 


(60 ， G) 

(60 t T ) 



(50 t 3) 


勾相应的座标 0 的盤个（“向前 '和 后” 的变化 对应。換句話 
說.跫叫 U，J) 是坐标的弈單値向数，在带标变化而 N 到初値时， 


ro 然而我■們强悶指出，这里訢洗扣中在其浈的 miJE 問内的形火上的 
变化，而不是指在一个实陈运勐的周期内坐 bfVj 变 It 1像一游的馆宄就迨这样 〕 a 
多 f ! 由度体系的有限运劝在一般愔说下，不 u ? g 个不是禺明运动，就是它的¥ 个生标 
陡荞时間的变 ft ，都是非周期往的 (A 下商 :■ a 



^10 正則方褛 * 陳七章 ] 

屯可能改变 2v 的托何整数倍。这个性贾可像函数斯 （p, q)(mt 
坐标和冲量来表达）在体系的相空間中的性質一祥来定出。旣然 
当逋过变量 i> 和？表示觉 A 时，/;是 P 和 g 的單値函数，那末把 
lii / P , 9) 代入％~，1)，我們便得到雨数啡 Ch ?)，在沿相空間内 
任何封閉曲綫轉时， 吻， f !) 可能改变仏的任何整数倍（或者 
零)。 

由此可得出結論：体系状态的任何單値函数 F ( p , q ) © 当通 
过正則变量來表达时，乃是角变量的周期菡数，幷 且周期 都是；^。 
珉此它可展成傅立叶重級数 〆 


S ■■， S 為 “Ke “㈣ 1 +㈣ + . 祕 叫） (50,&) 

/| — -- c » fj - t ： — « 


( h ， h ,-, h 是整数)。把作负时間的函数的角变量代入此式哥以 
發現 f 对时間的依賴关系由下 面形式 的和所确定： 


’ = ,盖 〜旦 L p {“(L|? + ， " + (l0! & ( 6 °， 1G ) 


此和中的每一項都是以 

■ 


k 


dE 

^57 


+…+ j a 


BE 

Bh 


(50,11) 


为頻率的 [时間 的周期函数。然而，旣然所有这些類率一般說来幷 
不是某一个頻_的整数 （或 有号分数)倍，那么整个和就不是严格 
的周期菌数。特別說荥，坐榇/和冲量 p 木身就是如此。 


由此可見，在一般情呪下，体系的运动不但就整体而言不是严 
格周期性的，而且对任何一个坐标而言也不是产格周期性的。这就 
是說，如果体系經过了某一状态，那未体系經过任意長的有限时間 

都不会重新再經这个状态。然而可以肯定，铿过足够長的时間后， 

. • 


⑦因为相差加埜数倍的沪该都对应于体系的茼一状葙，所以“鞛动坐标1一- 
角屮 （ J 1 Ej [往)——和体某状态的关系基非覃値的。因此，如果坐标 g 中有这样的 
角，則它捫只以刘傲 MS 史或的表字式包含在闼数中，而且这些表泰式 
和体系抉态的关系是犟沆的 o ， 



1% DO] 


多維运玷的一般性質 


m 


体系会无限接迓于迖个状态。由于这个性質，迖#运动称为条件 

周期运动。 


在許多特殊愦况下，甚本頻率中有两个(或更多 
个)骚能够相約的（在 a 的値龙任意的愦呪下)这时我們就說存在 
着簡异，而如果所有苦个頻率都能相約:那未体系的运劫叫做完全 
簡异迗动。夜后一种情況下，运动显然是严格的周期运动，因而所 
有粒子妁軌道都是封閉的。 

簡幷的荏在首先是减少了体系能跫所依賴的独立悬(?0的数 
目。設两个頬率叫和叫問的哭系为 


几1 


ei . 


n 


a 巧 


(50,12) 


式中化和叫是 整数。 由此可得出給論：1.与為仅以 
的形式包含茌能量中。 

單値积分的数目轔之非簡幷体系（自由度数相同）的一般情呪 
下的數目有所增加是簡幷运动很重要的特点。夜非簡种的惜况 
下，（2卜1)个运动积分中，共有 s 个体系的状态函数萣單随的，比 

I 

如說/£們的完全集合是剩下的 S -1 个积分可写成下列蒂的 
形式： 



8 E 


dE 

杜 0 


(50, IS ) 


从公式(恥， 7) 可直接得到这些谨不变的結論，担由于角变景是非 
單値的, t 們不是你系状态的單値肉数。 

' 在存在簡幷的愦况下就不词7%例如，鑒于 ( S 0, 1$,运劫积 

分 


0 ：觀 — v^ii i 60^ 14) 

虽是非單値的，然而它的亦眾値姓仅仅在于墙加 2 m 的枉意整数 
倍。因此為了耍得到斬的單侦运动积分，只須取这些量的三角雨 


数就够了。 



正 埘方糂 m 

芘場 U — afr 中見本节習通)就 是簡利 :运动的一个 
例 3 E 是这个情呪，使揭除了逋常的两个單値积分(我們認为运 
动娃平面的)外,还出現斩的，特別妁單碴运劫积分，而两个通常的 
M 动积分是矩 M 相能量它們是布任何中心場呎的运动所梅 

_我們也应当注意，附加軍値积分的出現也可导出一 1、簡神运 
动 k 特傅^睹幷运动不只是在览一神①坐标选擇的愦哫_ K ,而是车 
各种盥标选擇的摘況下町完全分离变 i 。 实际上，量 i 在可分离 
变贷的坐标中是單値逼动积分1然而芑存在簡#时，單値运动积寮 
的数口起过 s , 因此从卞选収作 为量乃 的那咹运动积分就不是唯 
一的了 a ^ 

我們仍用刻卜勒运劝作为例子，它无論在球坐标中，还是在摊 
物綫坐标中，都可分离变谩:， ( 

在上节中曾指出。在一維有限运劲的情况下，作用变:鼠是絕热 
不 变量。 迖个結論对于多 ㈢ 【 h 度体系也是正确的。下面我們給出 
它在一^情況下的証明， 

我們仍用 U 0 表殆变化緩慢的体系参蒉在进行由变罱 
P , ?到变量 Aw 的正則货涣时，我們知道，导引谢数是作用最 
J ) 。它像依賴干参景一样农賴于量 X 。而如果^依賴 TH 
間；那末函数 S 0 { q , l ； 你、 也将囱接依賴于时間。这时斩的_ 
密頓南数丑'幷不和旧为〜能暈瓦相合，按正則变诶的一般公 
式 (％ S >, 我們有 

U ( J .} + ^ ^. E ( l )^ Ak t 

K 

«■■ fc — ■丨■丨 ■ ■■■■*■■■‘•• fc ■ #■ 

0) 这里我們嫩开 <3{二-/(/1：), 形式的坐标的簡窜变換 f . W 不魃为样 

种公涣屄扰尨另一秭伞标选揮了 譯者注 V . 

© 为了公式的饰單砰诽捫假七 h 有一 个农费，饵笾 3里的 w 明邛 i f st 敫 
招仔_情说都 s 有效的& ' 




to - 


多娣运 E 的…轵 H 莨 


:: ta 


舰引人了.攸 . H 譬〉』 

哈密頓方税現在給 m 


Ji 


K 


_ 训—士4 
c - u :^ rhn 

在一洚的时間間隔内来平均迖一等式,迖个时間問隔大 


( 60 / 16 ) 


体 


系妁甚本周期，何在迖时間間隔内 >」变化很小。因此在平均落式 
和边的时候，&可提到平均号的外边，而在平均 eA / dw , 时:我們 
認芳体系的运勒在 A 数値不变的条汁下迸行，因而 U 有前而所講 
迓的条件周期运动的性贾 J 

n-nm s 0 是來标的非艰値爾数& 3坐标回到初値时 ， a mm 
t 上的整数倍。微商 A ^ idS ^： cX } l 筠泛單碴函数，囡为微分 M 
在乃之値不改变的条伴 I 进行％而在这个条件下 5 V 的增: it 帘 
失、 m 此,衮为角变最％ wmm ^ A 足周期谢数 c 达飯数的微商 
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